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1 Mecanica Newtoniana

i Absoluto, relacional o relativo?

i.Son el espacio y el tiempo entidades fisicas en toda regla o sélo relaciones entre
cuerpos materiales?

Newton comienza sus Principia afirmando con una rotundidad casi salvaje que el
espacio absoluto, por su propia naturaleza, se mantiene siempre inmutable. Lo establece,
pues, como «verdad de fe» que no justifica y apoyandose en él construye el concepto de
movimiento absoluto como movimiento en relaciéon a ese espacio absoluto.

Absolute space in its own nature without relation to anything external,
remains always similar and inmovable.

Absolute motion is the translation of a body from one absolute place to
another.

A la hora de la verdad, cuando nos pongamos a medir la distancia entre dos masas,
por ejemplo, mediremos la distancia entre ellas. Cuando fijemos un sistema de referencia
deberemos referirlo a alguna entidad fisica palpable de algiin modo. El espacio absoluto
no podemos sentirlo de ningin modo. .. ;O si?

Este argumento es una forma simplificada de acercarnos al relacionismo esgrimido
por Leibniz en sus célebres discusiones[!] frente a Clarke (como portavoz de Newton).
Leibniz no quiso considerar el espacio absoluto como un ente fisico, el espacio solamente
tiene sentido como relacién entre dos cuerpos.

En cuanto al movimiento, Leibniz lo define como un movimiento cuya causa es in-
trinseca al propio cuerpo, en contraposicién al movimiento relativo entre los cuerpos.
Lo que significa eso de causa intrinseca al propio cuerpo no nos queda, de momento,
demasiado claro.

1.0.1. Concepto de inercia

El problema que reside bajo esta discusion no es tan abstracto y metafisico como
puede parecer en un primer momento y en seguida vamos a ver cudl es el interés que
tiene para nuestro estudio.

Hacia el concepto de inercia

Los griegos (Aristételes y los peripatéticos) tenian una dindmica muy rudimentaria[?]
con ideas como que los objetos tienen su lugar natural (tanto méas abajo cuanto mas pe-
sados y tanto mas arriba cuanto més ligeros). Consideraban movimiento natural el que
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les llevaba en direccion a su posicién natural y movimiento violento todo aquel que no
cumpliese esta finalidad.

Sus observaciones experimentales eran muy poco precisas, tanto que pensaban que los
cuerpos pesados calan més aprisa que los ligeros.

En cuanto a la inercia, consideraban que para mantener la velocidad constante de un
cuerpo, debia existir una fuerza continua que lo impulsase.

Este pensamiento no es descabellado en las primeras observaciones de un mundo en el
que el rozamiento con el aire frena el movimiento de los cuerpos.

El siguiente paso hacia lo que hoy conocemos por inercia fue de la mano del persa
Avicenna, nacido en el afio 980 en lo que hoy es Uzbekistan.

AVICENNA

Figura 1.1: Aristételes y Avicenna

Avicenna concluyé en su mecdnica que el movimiento era el resultado de una incli-
nacién (mayl, proporcional a la masa y a la velocidad) transferida al proyectil por el
lanzador, y que el movimiento no cesaria nunca en el vacio. El concepto de vacio pre-
ocupé mucho a los filésofos drabes y persas, seguramente pensar en ello fue lo que les
llevo a darse cuenta de que la deceleracion constante de un cuerpo tenia que ver con el
aire que lo rodea.

Desde sus teorfas (que eran ya bastante coherentes con las dos primeras leyes de
Newton) partiria el francés Jean Buridan (1295) para desarrollar su teoria del impetus.
No supo alejarse de los peripatéticos en cuanto a las ideas de reposo y movimiento, para
eso debia llegar Galileo.

Principio de relatividad de Galileo

Galileo (1564) propone por primera vez que la tendencia natural de un cuerpo es la
de mantenerse inmoévil o con velocidad constante.
Segun lo describe en sus didlogos:

Salviati: Pero, jcon qué clase de movimiento? Continuamente acelerado,
como en el plano inclinado hacia abajo, ;o crecientemente retardado,
como en el plano hacia arriba?

2 Mecanica lagrangiana 0.10.1




1.1 Concepto de masa puntual

Simplicio: No puedo ver causa alguna de aceleracién o desaceleracién, no
habiendo pendiente hacia arriba o hacia abajo.

Salviati: Exactamente. Pero si no hay causa alguna para el retardo de la bola,
menos deberia haberla para que alcance el estado de reposo; entonces,
Jhasta qué distancia continuard moviéndose la bola?

Simplicio: Tanto como contintie la superficie sin subir ni bajar.

Salviati: Entonces, si dicho espacio fuera ilimitado, jel movimiento en él seria
analogamente ilimitado? Es decir, jperpetuo?

Simplicio: Asi me parece, si el cuerpo movil fuera de material duradero.

Esta es la base del principio de relatividad de Galileo.
En otro didlogo no menos importante, refuta la concepcién aristotélica de la caida de
los cuerpos:

Simplicio: No puede haber duda de que un cuerpo que se mueve en un
medio Unico tiene una velocidad fija determinada por la Naturaleza...

Salviati: Entonces, si tomamos dos cuerpos cuyas velocidades naturales sean
diferentes, es evidente que, al unirlos, el mas rapido sera retardado por
el mas lento, y este algo acelerado por el otro. ;No estds de acuerdo con
mi opinion?

Simplicio: No hay dudas de que tienes razon.

Salviati: Pero si esto es cierto y si una piedra se mueve con una velocidad
de, digamos, ocho, mientras otra menor se mueve con una velocidad de
cuatro, cuando se unan, el sistema se moverd con una velocidad inferior
a ocho; en cambio, cuando las dos piedras estén juntas constituiran una
piedra mayor que aquella que antes se movia con velocidad ocho. Por lo
tanto, el cuerpo més pesado se mueve a menor velocidad que el liviano;
efecto contrario a tu hipétesis...

1.1. Concepto de masa puntual

Descartes es quien introduce los sistemas de referencia para la geometria. Paulati-
namente la geometria se va introduciendo en la estatica y en la dindmica con conceptos
como puntos sin dimensiones, curvas lineales, superficies sin grosor...

El concepto de punto material es tremendamente 1til como abstraccion matematica
aunque delicado fisicamente. Un punto material es un lugar geométrico sin dimensiones,
un punto matematico, al que asignamos una masa. Seguin [3], un punto material es un
“cuerpo cuyas dimensiones son despreciables con respecto a los otros cuerpos con los que
interacciona”.

El problema de los puntos materiales salta a la vista cuando aparecen fuerzas que
dependen de la geometria del cuerpo. Las fuerzas de inercia en la dindmica del sélido
rigido o las fuerzas de rozamiento en el viscosimetro de Stokes.

http://alqua.org/libredoc/LAG 3
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1 Mecanica Newtoniana

Considerar el punto material como ente fisico conlleva demasiadas dificultades. La
densidad de todo punto material, por pequena que fuese su masa, seria infinita. La
fuerza gravitacional entre dos masas puntuales se dispararia a infinito si éstas llegasen a
tocarse.

Inercialmente, podremos hablar de un punto material siempre y cuando sean despre-
ciables los efectos de rotacion sobre si mismo. Para que esto suceda, a cualquier nivel de
precisién, el punto material no puede tener estructura interna. En ese sentido podemos
considerar al electron como una de las mejores aproximaciones a punto material.

D’Alembert[1] decribe asi el concepto de masa puntual:

(...) mediante operaciones y abstracciones sucesivas de nuestro intelecto,
despojamos la materia de casi todas sus propiedades sensibles para no con-
siderar en cierto modo mds que su fantasma;(...)

1.2. Leyes de Newton

DESCARTES
Rene
Cartesins
1596-1650

85

FILOZOFE DHE MATEMATIKANE TE SHQUAR.

Figura 1.2: Galileo, Descartes y Newton

Newton, define su primera ley (la ley de inercia) de la siguiente manera:

Lex I. Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uni-
formiter in directium, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum suam
mutare.

Es decir, que todo cuerpo permanece en su estado de reposo o movimiento rectilineo
uniforme mientras no existan fuerzas externas que lo perturben (si no se ejerce ninguna
accién sobre él). En lenguaje matematico:

dx dy dz

E:Cl; a Cy ; E:C;g :con C; = Cte (1.1)

que podemos expresar en forma vectorial como:

I
8y
I
Y]
I
o

(1.2)
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1.2 Leyes de Newton

Es interesante meditar la siguiente cuestién: la ausencia completa de fuerzas no puede
cumplirse estrictamente en un universo en el que existan fuerzas de largo alcance. No
obstante, puede tenerse una resultante nula si se dan las condiciones de simetria ade-
cuadas.

En su segunda ley, Newton utiliza el momento como cantidad conservada:

Lex II. Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae, et
fieri secundum lineam rectam qua vis illa imprimitur.

Que, en términos matematicos traduciriamos como:

dmuv
dt

F = =md; p=mu (1.3)
Considerando la masa como una cantidad invariante.
Finalmente, Newton enuncia la ley de accién y reaccion:

Lex III. Actioni contrariam semper et sequalem esse reactionem: sive corpo-
rum duorum actiones in se mutuo semper esse sequales et in partes contrarias
dirigi.

Siempre que dos cuerpos interaccionan, al fuerza ﬁlg que el primer cuerpo ejerce sobre
el segudo es igual y opuesta a al fuerza Fyy quee el segundo ejerce sobre el primero.

Consecuencias : La conservacion del momento lineal total de un sistema de particules
cuando sobre él no actuan fuerzas externas.

La validez de la Tercera Ley se halla sujeta a ciertas restricciones:

1. las fuerzas se ejercen por accién a distancia (esto es, la fuerza no es mediada por
un campo intermedio que posea momento y energia).

2. la interaccién se produce instantdneamente (ya que las fuerzas de accién y reaccién
deben medirse en el mismo instante).

Ejemplos en los que NO se cumple la Tercera Ley:

1. interaccién entre particulas cargadas en movimiento (la fuerza es mediada por
fotones del campo electromagnético)

2. colisiones atémicas (ya que la duracién de la colisién es grande en comparacién
con el tiempo que tardan en reordenarse los electrones de modo que el potencial
electrostético se modifica gradualmente mientras dura la colisién).

Einstein pone en entredicho algunos conceptos como la simultaneidad que debemos
analizar para saber dénde nos metemos al trabajar en el marco de la mecanica clasica|5].

http://alqua.org/libredoc/LAG 5
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Simultaneidad e informacion

Supongamos dos observadores situados en dos puntos distintos a los que asociaremos
dos sistemas de referencia O y Oj. Del mismo modo que definimos dos sistemas de
referencia diferentes para las coordenadas espaciales y tendremos que transformar las
coordenadas de uno para expresarlas respecto del otro, deberiamos tener en cuenta que
cada uno tendra su referencia temporal, es decir, su reloj.

La cinematica clasica supondra dos hipdtesis:

= Ambos observadores deben saber qué hora marca el reloj del otro en todo momento.
Eso implica que debe existir un medio capaz de transmitir informacién de manera
instanténea (a velocidad infinita).

Esa suposicion garantiza que los observadores seran capaces de decidir la simul-
taneidad de un suceso que uno mide cuando su reloj marcaba ¢ y el otro cuando
el suyo marcaba t;.

= Del mismo modo que sucede con el tiempo, sucederd con el espacio. Aunque cada
uno mida la posicién espacial de un suceso seglin su sistema de coordenadas, son
capaces de saber si el conjunto de coordenadas dado por el otro se refiere al mismo
punto conociendo la posicién de uno de ellos respecto al otro.

Estas dos hipétesis que podian parecer naturales a ojos de Galileo o de Newton se
rompen en la mecdnica relativista. Desde el momento en que Einstein decide que nada
puede viajar mas rapido que la luz, la posibilidad de que ambos observadores sepan
exactamente la hora que marca el reloj del otro desaparecera.

Leibniz o Mach parecian intuir que algo fallaba y aunque no supieron dar respuesta
a sus dudas, tuvieron la valentia de plantearlas allanando el camino para la llegada de
Einstein.

1.3. Sistemas de referencia no inerciales

Dejando de lado las discusiones filoséficas, lo que debemos tener claro al estudiar
mecanica cldsica es que hay sistemas de referencia inerciales y otros no inerciales, y que
en estos segundos apareceran fuerzas que debemos tratar con cuidado.

Segun L. Lange (1885), un sistema de referencia inercial es un:

Sistema de referencia en el que una particula libre se mueve uniformemente

En relacién a estos sistemas, el principio de relatividad de Galileo (expuesto en 1.0.1)
afirma que las leyes de la mecanica son las mismas en dos sistemas de referencia que
mantengan constante su velocidad relativa.

1.3.1. La gravitacion de Newton y el principio de relatividad de Galileo

Veamos a continuacién cémo se entiende esto de la invarianza de las leyes de la natu-
raleza con la gravitacion Newtoniana.

6 Mecanica lagrangiana 0.10.1




1.3 Sistemas de referencia no inerciales

Pongamos los ejes, sin pérdida de generalidad, de manera que el eje y apunte en la
direccién del movimiento relativo entre los sistemas de referencia. Supongamos también
que en el instante inicial coinciden los origenes de ambos sistemas de referencia.

—

z ¥ =7—ut
2=z

Si introducimos la ley de ravitacién universal:

Mme o ¢ MM (7 —7) (1.5)

F=_-G =
r? 7% — 7

donde 7; = 7 + Ut — 75 — 71 = (7 + vt) — (¥ + 0t)
que al introducirlo en la ley de gravitacion:

- Mm Mm
F/ = —G 7’2 r = —Gﬁ (77/2 — 7_11) (16)
5 — 1

1.3.2. Esferas de Newton

Ademads de su famoso cubo, en los didlogos epistolares con Leibniz, Clarke propone
un experimento mental consistente en dos esferas unidas por una cuerda y puesto todo
el conjunto en rotacién respecto a un eje de simetria perpendicular a la cuerda.

z

Y

Figura 1.3: Experimento mental de las esferas de Newton

La velocidad de una de las esferas seré:

ﬁ:(o,o,é)

—i=0x7=r0(—sinb, cosh, 0) (1.7)
7=r(cosf , sinf , 0)

Y la aceleracion, por tanto:

= Er&(—sm& , cosf,0)=r0 (—0(:089 , —0sinf , 0) =
=70%(—cosf , —sinf , 0) = —r6u; (1.8)

http://alqua.org/libredoc/LAG 7
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1 Mecanica Newtoniana

Encontramos, en definitiva, que un movimiento de rotacién a velocidad angular con-
stante se convierte en una aceleracion centripeta. Esa aceleracion hace que no se cumplan
las transformaciones de Galileo.

A su vez, la aceleracién se convertird por Newton en una fuerza:

F, = Z md = mi = —mré*, (1.9)

El doble de esa fuerza (por simetria con las dos esferas) serd la tensién que soporta la
cuerda. Esa tension es medible y su existencia nos da una informacién objetiva de que
el sistema de referencia no es inercial.

Con esa fuerza objeta Newton la indiscernibilidad de los sistemas en rotacion.

1.3.3. Teorema de Coriolis

Supongamos que tenemos dos sistemas de referencia, uno inercial y otro no inercial y
queremos pasar de uno a otro. El movimiento del sistema de referencia no inercial sera
de rotacién en torno a un eje fijo:

Y

h
»
/ SDRI

Figura 1.4: Posicién de un punto respecto a sistema de referencia inercial y no inercial.

dA dA .
F = % + J X A (1.10)
SDRI SDRNI
Moy =Y F—m R4 25 x Gy + 0 x @x )+ D% T (1.11)
donde:
R —  Arrastre
OXT —  Azimutal (1.12)
G x (Jx7) — Centrifuga
200 X Up; —  Corilolis

8 Mecanica lagrangiana 0.10.1




1.3 Sistemas de referencia no inerciales

Figura 1.5: Movimiento sobre la superficie terrestre

1.3.4. Movimiento sobre la superficie terrestre

Segun el sistema de referencia elegido (representado en la figura 1.5) la velocidad
angula & tendra como componentes & = wp (0, cos A , sin \). En cuanto al vector normal
al sentido de giro, n = (0, —sin A, —cos \).

Por otro lado, la componente de arrastre:

e R 1}2

Ry =a,7+a,n=—n= w%pﬁ (1.13)
P

Ahora planteamos para cada componente la ecuacién (1.11):

mi=F,—m <2w0 (2cos A — gsin \) —w%x) =
~———
= F, —2mwp (2cos A — ysin \)

my = Fy, —m <2wojz sin A — Rwg sin A cos A +w? (zsinAcos A — y sin? )‘),> =

—m (- Rw? sin A cos A\ + 2wo sin A)
mzZ=1FI,—m <Rw0 cos® \ —2woi: cos A —wi (z cos? A — ysin A cos /\)>
——
m (Rw§ cos® X — 2woi cos A) (1.14)

En la expresién anterior hemos senalado los términos que iban con wg porque dada la
velocidad angular de nuestro planeta (wy =~ 1075s~!) podriamos pensar en despreciarlos
sin demasiados problemas. Sin embargo, los casos en que va con R, que es bastante
grande, sf que debemos tenerlos en cuenta (Rw? = 0.034ms~?2).

1.3.5. Péndulo de Foucault

Leon Foucault realizé en 1851 la primera demostracién dindmica de la rotacién ter-
restre en el observatorio de Paris. El 26 de marzo se realizé una espectacular demostracién
publica en el panteén de Paris.

http://alqua.org/libredoc/LAG 9
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Figura 1.6: Péndulo de Foucault en el pantedn de Paris

El péndulo colgado de la cipula del panteén de Paris media 67 metros de largo, tenia
como masa una bala de canén de 26 kilos y su periodo de oscilaciéon era de unos 16

segundos.

El péndulo iba trazando una linea en el suelo de arena unos dos milimetros a la derecha

en cada oscilacion, demostrando que la tierra giraba.

Las fuerzas que actian sobre el péndulo son las resultantes de que la tierra es un

sistema de referencia no inercial.
Planteando las ecuaciones de Newton:

mE = Fy — 2mwy (2 cosf — ysin @)

my = Fy — 2mwoa sin 0 —

mzZ = F, —mg + 2mwo cos 6

T
— = gg — 2wox cos b
m

&= —%x + 2woysin O + QZﬂxj:cosa
2wo

j = =9y + 2wod sin § + 2Ly cos §
haciendo Q = ﬂ y o = wpsin 6:

P =—0% 4 209
i = —0%y — 2

Que se puede resolver utilizando complejos[6]:

i+ = —Q2 (ix + y) + 2ai (id + )

10

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)
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1.3 Sistemas de referencia no inerciales

1.3.6. Mundoanillo (Ringworld)

Una esfera de Dyson es una mega-estructura artificial imaginada por Freeman Dyson
consistente en una corteza esférica con centro en una estrella y radio del orden de una
unidad astrondémica. Dyson las propuso como hipdtesis para recoger toda la energia
de una estrella y servir también de terreno habitable para suprimir los problemas de
superpoblacién de una especie como la humana.

Uno de los problemas fundamentales de esta estructura seria la necesidad de generar
una gravedad artificial para mantener a los pobladores en pie en el interior de la esfera.
Larry Niven en su novela Mundoanillo [7] imagina una simplificacién de una esfera
de Dyson convirtiéndola en un anillo de radio 153Gm (1.02 unidades astronémicas), y
1.60Gm de ancho. El anillo rotarfa con una velocidad angular de 7.98-10"%s~! de modo
que las fuerzas centripetas harfan el trabajo de la gravedad (principio de equivalencia
de Einstein) manteniendo una atmoésfera entre dos muros exteriores de unos 1600km de
altura.

Figura 1.7: Mundoanillo

Las dimensiones del anillo son tan monstruosas que para los anillicolas seria mucho
mas complicado darse cuenta de que viven en un anillo en rotacién de lo que le fue a
nuestra especie hacerlo con respecto a una superficie esférica con una curvatura mucho
mayor.

Seguramente se podria construir un péndulo de Foucault o algtin anédlogo que diese a
los anillicolas una evidencia de que viven en un anillo en rotacién.

Veamos un poco cémo se comportarfan los términos de la ecuacién (1.11) en este
sistema:

Arrastre: Si consideramos que la estrella en torno a la que gira Mundoanillo no se mueve,
no existiran términos de arrastre.

Azimutal: Sila velocidad de giro y el eje son constantes, este término se anulara también.

Centrifugo: Este término apuntara siempre “hacia abajo” para los anillicolas. Les pro-
porcionard “su fuerza de gravedad”.

Coriolis: Tenderd a hacer girar todo movimiento en la misma direcciéon de giro del
Mundoanillo pero en sentido contrario.

http://alqua.org/libredoc/LAG 11
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Las fuerzas de Coriolis son las que rigen en la tierra el sentido de giro de los huracanes.
En el Mundoanillo los huracanes serian remolinos horizontales con su eje paralelo al eje
de giro del Mundoanillo.

velocidad

Coriolis Centrifuga

Centrifuga

weloddad

Centrifuga

Velocidad

Coriclis

Figura 1.8: Fuerzas de coriolis en Mundoanillo

1.3.7. Aro con bola deslizante (estudio newtoniano)

Supongamos un aro amasico circular con una bola ensartada (imaginemos una cuenta
de collar) que puede deslizarse libremente y sin rozamiento a lo largo del aro. Pongamos
ahora el aro a girar en torno a un eje vertical con velocidad & y describamos el sistema
mediante dos coordenadas 6 y ¢ tangente y perpendicular al aro respectivamente.

La fuerzas involucradas en este sistema seran:

Zﬁ =mg (é,cosf —égsinf) + F.é, + Fypéy (1.20)
S~~~ ~——
Peso Ligaduras  Coriolis

Las fuerzas de ligadura vendran descritas como:

RQéQ
F, = —mgcosf —m — mRw?sin? 0 (1.21)
—_—
Peso Centrifuga
Y el término de Coriolis:
Fy = —2mwRA cos b (1.22)

Con todo, la ecuacion de movimiento serd:

g = —%sin9+w2 sin 6 cos 0 (1.23)

12 Mecanica lagrangiana 0.10.1




1.4 Energia

L\ d

Figura 1.9: Aro con bola deslizante

1.4. Energia

1.4.1. Teoria del potencial

Newton en 1687 plantea en su ley de gravitaciéon universal que todo cuerpo con masa
ejerce una atraccion sobre otro cuerpo con masa de forma instantdnea e independiente-
mente de la distancia que los separe.

Esta fuerza es proporcional a las masas de los cuerpos e inversamente al cuadrado
de la distancia que los separa Siendo su direccion y sentido de caricter atractivo entre
ambos cuerpos.

Mm - Mm -
G i
(22 +y2 + 22)3/2

(1.24)

Esta teoria implica una suposicién algo delicada que es la de “accién a distancia”. El
sol tira de la tierra con una cierta fuerza pero no tiene una cuerda ni nada parecido con
que sujetarla.

El concepto matemético de campo nace de la mano de Leonard Euler cuando se
trata de llevar a la hidrodindmica las ecuaciones de Newton. Un campo se define en este
contexto como una cierta regién del espacio en la que cada punto estd caracterizado
por una cierta magnitud (o magnitudes) dependiente de sus coordenadas espaciales y
temporales.

A Lagrange en 1777 se le ocurre una idea feliz para pasar de hacer complejas cuentas
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vectoriales a cdlculos analiticos escalares més sencillos de la siguiente manera:

F, = -GMm Gy <—, [ S— c> (1.25)
(22 + 32 + 22)2 oz 2y + 2z

0 1 -3

ax(—,/x2+y2+zg+c>:m(x2+y2+z2) 2 (1.26)

Generalizando:
0 Y oV
F, = —-GM R =_ 1.2
s G M ((x +y* +2%) +C> M (1.27)
donde
M . .
V(x,y,z):—G—+C—>F:—mV-V (1.28)
T

Pero el paso trascendente hacia la teoria de potencial tendria que esperar a que en
1782 Laplace derivase por segunda vez.

Laplace concede al potencial el rango de sustancia o propiedad que se expande por el
espacio haciendo que éste adquiera unas determinadas propiedades.

La funcién V comienza a llamarse funcion potencial en 1828 de boca de Green y
posteriormente por Gauss.

—1
Vi(z,y,2) =y (31?24-?424—22)T +C

oV =—yx (x2+y2+22)_73

ox
Vv 2, .2, 0% O 2 .2, NTD
w:—y(z +y +z ) 2 +§'yx(x Ty +z ) 2 2z
=3 =5
=y (@@ +y*+2°)2 +372? (2P + P+ 7)) =
=— *yr_3 + 37x2r_5
0*V
a7 = — % 4+ 3yyPr°
0%V
Sz =T A3
z
2 *V -3 2.2 .2\, —5 _
\Y V:AVZZW:_?"W +3y(2®+y +2°)r =0
: N————
l v (1.29)
Con lo que, finalmente, tenemos la primera ecuacién del Campo:
0*V
AV:VQV:ZW =0 (1.30)
(2
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1.4 Energia

Campo y energia

Es facil pasar de hablar en términos matematicos abstractos a hablar de fisica plante-
ando el trabajo de una fuerza por unidad de desplazamiento:

F=-mVV —Fdr =-mVVdr =-m | % |(dz ,dy ,dz)=

——dr + —dy + —de ) = —mdV (1.31)
x Y z

Con todo, el trabajo realizado por el campo sobe la particula a lo largo de un de-
splazamiento diferencial:

W = Fdr = —mdV (1.32)

A lo largo de un cierto camino:

B B
Wap = / Fdr = —m/ AV = —m (Vg —Va) = — (Ug — Uy) (1.33)
A A
donde U (x,y,z) = mV (z,y, z) es la energia potencial de una masa m en un campo V.
El resultado sélo depende de los extremos y no del camino recorrido, lo que implica
que el campo es conservativo.
Bajo esa premisa, al integrar a un camino cerrado siempre obtendremos un trabajo
nulo, a través del teorema de Stokes:

]{ Far = 7{ S x Fids = 74 (9 V) ids =0 (1.34)
C S S

SN—— S——

circulacién flujo

Con lo que, para identificar un campo conservativo:

VxF=0 (1.35)

Cerca de la superficie terrestre

Un potencial conservativo particular es el potencial gravitatorio en la superficie de la
tierra.

Pongamos ahora a un sefior en lo alto de la torre de Pisa y pidamosle que deje caer
una piedra. La piedra tendria una cierta energia potencial proporcional a su masa, a la
altura de la torre y a una cierta constante:

U = mgh (1.36)
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Esa energia variard con el tiempo a medida que la piedra caiga, es decir:

dU .

— =mgh 1.37

dt g (1.37)
Galileo ya nos dijo que las cosas caen con una cierta aceleracién constante g, con lo

que sabemos que la velocidad con que caerd serd h = —gt y la posicién en cada instante

de tiempo (si en ¢ = 0 la soltamos) h = hg — 2gt?, de donde:

au 9
S 1.
o mg“t (1.38)

Veamos a continuaciéon lo que sucede con la energia cinética

1 . 1 dT
T = -mh? = ~mg*t* — — = mg*t 1.39
5 gyt =~ =myg (1.39)
que “casualmente” es la misma cantidad (cambiada de signo) que encontramos al derivar
la energia potencial.
Esto es generalizable a trayectorias mas complicadas que una caida libre.
Imaginemos, por ejemplo, algo complicado de verdad, una montana rusa.

Energia einética negativar?? , (910N profibida
Activacion

welocidad=0 Maxima energia potencial
A A A A A
Y
i
A h b b

Maxima energia cingtica
Figura 1.10: Trayectoria complicada

La montana rusa tiene como energia de activacién una cadena que eleva los vagones
hasta un punto, concretamente hasta el punto mas elevado de la estructura. Eso implica
el maximo de energia potencial. De alli parte el movimiento con una velocidad inicial
aproximadamente nula.

A medida que cae va adquiriendo velocidad y por tanto energia cinética al mismo
ritmo que pierde altura y por tanto energia potencial. Al ascender posteriormente una
pendiente sucede lo contrario hasta el punto de que si llegase a la misma altura a la que
empez6 el viaje habrd perdido toda su velocidad y (de estar en un punto de pendiente
distinta de cero) comenzard un camino de vuelta.

No obstante, es también intuitivo que si la velocidad de activacién es distinta de cero
(exceso de energia) podra ascender en un determinado momento algo més de la altura a
la que partié.

Este esquema intuitivo es muy aplicable a campos unidimensionales genéricos. Po-
dremos ver el perfil de un potencial como si fuese la via de la montana rusa.
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1.4 Energia

1.4.2. Estudio de potenciales unidimensionales

A 4 A 4 4

Ictivacion con A
petocided s 3 Equilibrio inestable
v
4 \ m
\ ;
4 Equil ibric estable Equilibrio estable

o h «—> «——>

! S ,:/,. y
b
¥,

N \
¥ 3 b 2 Y h \A Yy

LN

A
vy
AN

Figura 1.11: Exceso de energia en la activacién y puntos de equilibrio

Ante cualquier potencial conservativo (tratemos por simplicidad potenciales unidi-
mensionales) podremos sacar algunas conclusiones estudiando detalles sencillos de su
topologia.

La informacién més inmediata de calcular para un potencial U (x) son los puntos
criticos, es decir, maximos, minimos y puntos de inflexion.

dU % <0 — Maéximo — Equilibrio inestable
U(x) — e 0— % =0 — Punto de inflexién — Equilibrio inestable
% >0 — Minimo — Equilibrio estable

(1.40)

El significado fisico de estabilidad es bien intuitivo. Una cierta particula estd en reposo
sobre un punto de equilibrio y si nada sucede ahi seguird. Si de pronto aparece una
perturbacién que aleje a la particula una distancia infinitesimal del punto de equilibrio y
ésta regresa a su anterior posicién automdticamente el punto serd de equilibrio estable.
En cualquier otro caso el equilibrio serd inestable.

La gracia de esto es que cerca de los puntos de equilibrio estable, una pequena energia
producird oscilaciones en torno a ese punto de equilibrio.

Si aproximamos por Taylor la funcién del potencial (sea cual sea) en torno a un punto
de equilibrio estable:

U () = U (w0) + U’ (wo) (z — 20) + 2U" (wo) (z — o) + .. (1.41)

y tomamos los dos primeros términos del desarrollo obtenemos un potencial armoénico
que sabemos tratar muy bien:

U (2) ~ U (w0) + %U" (20) (& — 20)° (1.42)

—_——
Cte

El periodo de oscilaciéon de un potencial arménico es T' = 27, /% y seréd en general

una aproximacion muy razonable para oscilaciones suficientemente pequenas.
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En caso de tener que estudiar el potencial anarmonico:

Eo = %m;’vQ YU () = & = i\/i (Eo — U (2)) (1.43)

1
T = iz/\/de (1.44)

1.5. Sistemas disipativos

Estudiemos ahora cémo afrontar los sistemas disipativos, es decir, los sistemas en los
que el mévil se va poco a poco frenando hasta llegar al estado de reposo.

Llamaremos fuerzas disipativas a aquellas que merman progresivamente la energia
cinética del sistema sin convertir ésta en algin otro tipo de energia potencial reutilizable.

Vamos a considerar, por tanto, fuerzas que actian exclusivamente en la direccién de
movimiento del sistema y en oposicién de sentidos. Fuerzas cuya magnitud dependa
exclusivamente de la velocidad del sistema y hasta orden 2, es decir:

F (v) = ap + a1v + av? (1.45)
donde
Coulomb:
ag = —uN = —umg... (1.46)

Seran los rozamientos que conocemos de cursos anteriores, con un coeficiente de
rozamiento p que depende de los materiales en contacto (u = 0.6 para acero-acero
o 4 ~ 0.04 para teflén-teflén).

En la ecuacién dindmica funcionard como:

dv ¢ L (1.47)
m-—=—-umqg — v — Uy = — — r =X —_— .
o = —hmg 0= —g 0+ 30

Stokes:
a; = —6m Ry (1.48)

Esta la veremos més en profundidad cuando estudiemos el viscosimetro de Stokes.
7 es el coeficiente de viscosidad del liquido en que iria inmersa la particula, y R
tiene que ver con las proporciones de la particula respecto a las condiciones de
contorno y también con las proporciones entre fuerzas viscosas e inerciales.

Como adelanto, el viscosimetro de Stokes serd un cilindro con un cierto fluido por
el que hacemos caer particulas (que pueden ser esferas de algin material o gotas
de algin otro liquido).
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1.5 Sistemas disipativos
En el viscosimetro de Stokes, la fuerza de rozamiento viene dada por la expresion:

F,. =6mrn (1 + f%R) v (1.49)
Donde R es el niimero de Reynolds (del orden de 10~° para el viscosimetro de
gotas o de 1072 para el de bolas).

Introduciéndolo en la ecuacién dindmica:

~ dv a -
m=— = —6Rmnv — — = ——dt — v = voe T (1.50)
dt v m
Si nos fijamos en esta expresion es sorprendente que con este tipo de rozamiento,
la velocidad sélo llegaria a 0 a tiempo infinito.

T = xg+ voT (1*6_?t) — lim — 2o = 2o + voT (1.51)

t—o0

Sin embargo, el espacio recorrido en un tiempo infinito es finito'.

Newton:
ay =—F=7Sp (1.52)

Este término aparece, por ejemplo, en la dindmica de los meteoritos que entran en
la atmésfera, para los que el coeficiente 7 es aproximadamente 1, S es la superficie
del meteorito y p la densidad de la atmoésfera.

También aparece en la hidraulica de los canales abiertos bajo el nombre de el

numero de Froude, que relaciona las fuerzas de inercia con las gravitacionales como
2

B? = 1;—’;, donde vy es una velocidad caracteristica del sistema, | una longitud

caracteristica y g la aceleracién de la gravedad.

En la ecuacién dindmica funcionard como:

dv 9 Vg m < (wﬂ))
m—=—-0"—-v=———— =20+ —=log |1+ — | ¢ 1.53

1.5.1. Proyectil de Tartaglia

Niccold Fontana Tartaglia (1500-1557) es conocido por resolver la ecuacién general de
un polinomio de tercer grado.

Ademds de eso, fue la primera persona en aplicar las matemédticas a problemas de
artilleria y sus trabajos fueron validados medio siglo después por las leyes de caida de
los cuerpos de Galileo.

Tartaglia propone el modelo parabdlico para la trayectoria de las balas de canén,
postulando que el d&ngulo 6ptimo para obtener el mayor alcance es de 45 grados.

Lyer “Aquiles y la tortuga” en http://es.wikipedia.org/wiki/Paradojas_de_Zendn
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Figura 1.12: Proyectil de Tartaglia

Para el modelo de Tartaglia, el movimiento de la bala de cafién seria perpetuo en el
eje horizontal y sélo se detendria al tocar con el suelo.

Galileo supo ver que la friccion era la que frenaba el proyectil alejandolo de su trayec-
toria parabdlica del mismo modo que sucedia con sus planos inclinados. Llegd a imaginar
un camino sin rozamiento alrededor de la tierra a lo largo del cual una particula viajase
indefinidamente. Sin embargo, vio problemas con el movimiento perpetuo de rotacion de
la tierra y la friccién que deberia hacerla detenerse.

Newton llevo esta idea conjugada con la trayectoria parabdlica de Tartaglia a su climax
en un célebre dibujo en el que un proyectil es disparado desde lo alto de una montana
cada vez con mas fuerza hasta dar la vuelta a la tierra describiendo una érbita alrededor
de la misma.

Figura 1.13: Dibujo de Isaac Newton. Principia, VII, libro Ill, p551.

Volviendo al proyectil de Tartaglia, analicemos su dindmica considerando que las
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1.5 Sistemas disipativos

fuerzas de rozamiento involucradas son cuadraticas con la velocidad, es decir, F, = —fv?:

cos(A— n;— 1.54
Yy=vo+ % log (?:os(Arf)t)> ( )

T =0+ 'z log 14—(3‘30z

sy
N—
~
N———

_ -1 B ,2
donde A = tan g U0y
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2 Fundamentos de la mecanica lagrangiana

2.1. Grados de libertad, ligaduras y coordenadas generalizadas

2.1.1. Concepto de ligadura

Se denominan LIGADURAS a las condiciones que restringen el movimiento de un sistema
y expresan la accién de ciertas fuerzas de ligadura. Las ligaduras pueden ser de dos tipos:

= Ligaduras estructurales o de construccién del sistema: Son las ligaduras que
estan determinadas por la forma en que esta construido el sistema. Sus restricciones
se refieren a que los materiales del sistema resultan indeformables o inextensibles.
Unos ejemplos son:

Ejemplo 2.1. Veamos la dindmica de un sistema formado por una varilla en la que
estd ensartada una cuenta que se mueve libremente por ella. La propia construccion
del sistema hace que no sea posible que la cuenta se mueva en las direcciones X y
7, sino sélo en la direccion Y.

Movimientos posibles
4 —r

x'[ y

Ejemplo 2.2. Estudiemos ahora el movimiento de una particula sobre una super-
ficie semicircular. La tinica trayectoria que puede seguirla particula es la de deslizar

por la superficie.

Movimientos posibles

Zh
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Ejemplo 2.3. Un ejemplo més visual puede ser nuestro propio brazo. Aunque el
movimiento del conjunto puede cubrir casi todo el espacio gracias a las articula-
ciones, si nos fijamos en cada una de las partes del brazo, éstas sélo pueden realizar
una serie de movimientos. Esto es debido a que cada hueso es indeformable y, por
tanto, tienen una determinada estructura que les impide ciertos movimientos.

= Ligaduras por el modo de activacién: Condiciones que de-
terminan la evolucién del sistema y que dependen de la forma
en que ponemos en funcionamiento el mismo. Es decir, pode-
mos encontrarnos con distintos problemas segun la forma en
que activemos el conjunto.

Ejemplo 2.4. Estudiemos el péndulo simple. Como podemos ver la
dindmica del péndulo y su evolucién depende de si las condiciones ini-
ciales hacen que el péndulo se mueva sélo en el plano ZY, recorriendo
arcos de circunferencia (péndulo simple), o que, sin embargo, el sistema se mueva hacien-
do circunferencias completas en el plano XY. Nétese que al mismo tiempo que estamos
imponiendo una ligadura por activacién estas introduciendo otra ligadura estructural
que nos indica que el punto de suspensién del péndulo es fijo (péndulo cénico).

A ZA

-

Movimientos posibles

Ejemplo 2.5. Ahora veamos lo que ocurre con el péndulo eldstico.

En el dibujo se puede observar que dependiendo de las condiciones

iniciales el péndulo puede comportarse como un péndulo simple, si la

elongacion inicial es nula, como un oscilador en una dimension, si la activacién es sdlo
en el eje z, o como un oscilador tridimensional al tener la posibilidad de oscilar y girar
en las tres dimensiones.
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A ZA

Zh

Movimientos posibles

Ejemplo 2.6. Recordemos lo que aprendimos en el tema dedicado
al andlisis de los potenciales. Si suponemos que nos encontramos en
un punto de equilibrio inestable inicialmente, el modo de activacién
condicionara la evoluciéon del sistema. Por ejemplo, ese punto inestable podria ser la cima
de una montana que tiene a los lados dos valles. La forma en que tiremos una piedra

determinara si esta cae a uno u otro valle.

Antes de continuar debemos distinguir entre dos conceptos que nos seran de mucha

utilidad, estos son:

= Fuerzas de ligadura: Son las fuerzas responsables de las restricciones del sistema.
No aparecen directamente en la formulacién lagrangiana, aunque estdn de forma
implicita en ella y pueden calcularse mediante métodos analiticos (véase obtencién
de las fuerzas de ligadura a partir del método de los multiplicadores de Lagrange
en el Tema 3). En general estas fuerzas, al depender de la posicién y la velocidad,

podemos expresarlas entonces como una funcién f = f {r;,7;,t} =0

Ejemplo 2.7. (véase ejemplo 2.1) En este caso f = f{r;}. Si por algin mo-
tivo la cuenta sufriese alguna fuerza en una direccion que no fuese la del eje Y
apareceria una fuerza normal que la mantendria en la varilla, debido a que esta es

indeformable.

x'[ y

N=fuerza de ligadura

mg

http://alqua.org/libredoc/LAG
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Ejemplo 2.8. (véase ejemplo 2.2) La fuerza de ligadura hace que la particula se
mantenga siguiendo la superficie de la semicircunferencia, ya que es indeformable.
Notese que la fuerza normal a la misma es variable ya que depende de la posicién
de la particula y de su velocidad f = f {r;,7;,t} = 0.

N=N{rvt)=
=mgcos # -mRg
. mgsen g

3

Ejemplo 2.9. (véase ejemplo 2.4) De nuevo en este caso la fuerza de ligadura
depende tanto de posiciones y como de las velocidades, es por consiguiente f =
fAri,7i,t} = 0. Que la cuerda sea inextensible provoca que se cree una tension en
la cuerda segun el movimiento de oscilacién.

et
\
“y

= Ecuaciones de ligadura: Describen los efectos de las fuerzas de ligadura, es decir,

sus implicaciones sobre la dindmica del sistema al que se aplique una determinada
fuerza. Veamoslo en los ejemplos anteriores.

Ejemplo 2.10. (de nuevo ejemplos 2.1 y 2.7) La aplicacién de la fuerza de ligadura
hace que para definir la posicién de la particula tengamos la ecuacién de ligadura
r=2z=0.

Ejemplo 2.11. (similar a 2.2 y 2.8) La imposibilidad de deformar la superficie
semicircular hace que la ecuacién de ligadura sea, en cartesianas, z2 + y? = cte =
R?, y en polares, p = R = cte.
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Ejemplo 2.12. (como en los casos 2.4 y 2.9) El equilibrio entre la tensién, la
componente del peso y la componente normal de la aceleraciéon en cada punto hace
que la ecuacién de ligadura sea r = [ = cte. En este caso puede comprobarse que
el modo de activacién influye notablemente en las ligaduras, ya que si el péndulo
se activa de forma que soélo oscile en el plano del papel entonces aparece una nueva
restriccién tal que z = 0 es también una ecuacién de ligadura.

Ejercicio 2.1. Determinese las ligaduras estructurales y alguna de las posibles
ligaduras por activacion de los siguientes sistemas:

1. Plano inclinado de angulo a.
2. Movimiento de un pistén en un cilindro.

3. Movimiento de una cuenta a lo largo de un anillo circular que gira
alrededor de uno de los diametros.

2.1.2. Clasificacion de las ligaduras atendiendo a las ecuaciones de ligadura
Las ligaduras pueden clasificarse en dos tipos:

= Unilaterales: Aquellas en las que las relaciones entre las variables se expresan
con desigualdades. Su forma més general se puede caracterizar por f = f {r;, 7, t}.
Estas ligaduras se caracterizan porque su evolucion puede dividirse en dos etapas:

e fase activada, en la que f = 0.
e fase desactivada, en la que f >0 .

Veamos estas diferencias con més ejemplos:

Ejemplo 2.13. En el ejemplo 2.11 vimos que la ecuacién de ligadura era p = cte, si bien
esta restriccién no se aplica indefinidamente ya que llega un momento en que la fuerza
centrifuga hace que la particula se despegue de la superficie. Analicemos esta fuerza:

mv2

fligzoﬁflig:mgcose_ R
peso ~

f.centrifuga

= mg cos § — mR6? (2.1)

durante la fase activa.
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Por otro lado, suponiendo que la particula parta del reposo desde el punto A y uti-
lizando el principio de conservacién de la energia:

1 .
mgR = mgR cos 6 + §mR292 (2.2)

Si ahora despejamos R262 de (2.2) y lo ustituimos en (2.1) podemos entonces obtener la
fuerza de ligadura f;;; = mg (3 cos@ — 2). (De nuevo hay que hacer notar que ésta es la
fuerza de ligadura, no la ecuacién de ligadura). De modo que:

2
flig:O@COS(gozng()ZZlSO

Es decir, la fase activada actia hasta que el angulo llega a 0y ~ 48°, donde comienza
la fase desactivada.

Ejemplo 2.14. Supongamos ahora un caso de un objeto de masa m que se encuentra en
reposo relativo sobre un disco que gira en el plano horizontal con velocidad w variable,
tal como se ilustra en la figura. El objeto sufrird una aceleracion centrifuga segun su
distancia p al eje y la velocidad w. Dado que el objeto esta en reposo en el sdr no inercial
dicha aceleraciéon centrifuga, dada por J x (J} X rﬁo), se ve contrarrestada por la fuerza
de rozamiento entre el objeto y el plano Fr = uN. Tenemos por tanto que la ecuacién
de ligadura es p = R = cte durante la fase activa, es decir, mientras el rozamiento
contrarreste la fuerza centrifuga.

Si analizamos el movimiento, tenemos:

flig =0— flig = —pmg + mw2R

componente del peso  f. centrifuga
Entonces la fase activa dura hasta que la velocidad angular es: w = (/4. Si, la

velocidad angular entonces subiera de ese valor el rozamiento no seria suficiente para
frenar al objeto y éste deslizaria hacia el exterior del disco.
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Ejemplo 2.15. Como otro ejemplo veamos lo que ocurre cuando un objeto de masa m
gira en el plano vertical atado mediante una cuerda de longitud L a un eje. Supongamos
que ademés la cuerda como todo material tiene una determinada resistencia a la tensién,
por ejemplo T. Es decir, si la tensién superase ese valor la cuerda se romperia y el objeto
saldria lanzado. El movimiento queda restringido de nuevo a que el objeto se mantenga
a una distancia determinada del eje (siempre que la velocidad sea suficiente). De nuevo
la ecuacion de ligadura es de nuevo p = cte durante la fase activa, como en los casos
anteriores.

Entonces la ligadura permanecera en una fase activa mientras T' > Fiepy < 1T > %
I

Es facil comprobar que el movimiento circular vertical se mantiene si 2/gL < v < <-=.
Para velocidades menores el objeto no llegard a culminar su movimiento mientras que
para velocidades mayores se rompera la cuerda.

= Bilaterales: Las ecuaciones de ligaduras se expresan como una igualdad. Corre-
sponden a la fase activada de la ligadura unilateral. Podemos dividir las ligaduras
bilaterales en tres tipos:
e Cinematicas: f = f {r;,7;,t}. Ligaduras dependientes de la posicién y ve-
locidad de la particula y del tiempo.

e Geométricas: f = f{r;,t}. Ligaduras que no dependen de la velocidad pero
si de las osiciones y del tiempo.

e Estacionarias: f = f {r;}. Ligaduras que s6lo dependen de las posiciones de
las particulas.

Analicemos las diferencias entre estas ligaduras con més casos practicos:
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Ejemplo 2.16. Clasifiquemos las ligaduras de una polea de cuya cuerda penden dos
masas mp y me Sabemos que la cuerda es inextensible, por lo que la ecuacién de ligadura
es | = cte . Si analizamos esta expresién vemos que es una relacién independiente del
tiempo y de la velocidad. Por tanto se trata de una ligadura estacionaria.

Ejemplo 2.17. Estudiemos el mecanismo biela-manivela de la figura del que se conoce
la velocidad angular de BC alrededor de B. Por el teorema del coseno: L? = R? +
22 — 2Rz cosf que se trata de una ecuacién de 2° grado en x. Si resolvemos z =

R <cos¢9 + (%)2 — sin? 9) y despejando para obtener una f = 0 tenemos la ecuacién

de ligadura es

I\ 2
z— R | cosf + (R) —sin?0 | =0

Veamos que se trata de una funcién f{r;} = f{x,0} = 0. Estas expresiones no de-
penden de la velocidad ni del tiempo, se trata por tanto de una ligadura estacionaria
(geométrica).

Podemos sin embargo transformar esta ligadura geométrica en una cinematica derivan-
do respecto del tiempo:

: 0
i+ ROsing- |1+ o8 —0

(%)2 — sin246

que es una ecuacion de ligadura cinematica.

A este tipo de ligaduras se las denominan LIGADURAS CINEMATICAS INTEGRABLES
(obtenidas por derivacién de una ligadura geométrica). Asi pues, las ligaduras geométri-
cas imponen restricciones sobre las posiciones y también sobre las velocidades por medio
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de la ligadura cinematica integrable asociada. Un ejemplo ilustrativo de esta situacion
puede verse en el disco de Mazwell . Para que una ligadura cinematica f{r;,7;,t} sea
cinematica integrable se debe cumplir que

- d
Z Vif -0 + d—‘}zsea una diferencial exacta.

Noétese que lo importante de este problema es la fisica que esta encerrada en él. El
sistema transforma un movimiento rectilineo (movimiento de la biela) en uno circular
(movimiento de la manivela), o viceversa. La relevancia de esta idea en la historia del
hombre ha sido enorme, ya que este mecanismo formé parte de la revolucién industrial
v hoy esta presente en todo nuestro entorno en los pistones de todo tipo de motores.

Ejemplo 2.18. (véase el diagrama de los Ejemplos 2.1 y 2.2) Analicemos ahora la
dindmica de una particula sometida a una oscilaciéon forzada ensartada en un alam-
bre horizontal. Supongamos que esa oscilacién forzosa es de forma sinusoidal. Entonces
ademéas de las ligaduras que obligan a que la particula se mueva sobre el alambre
(r = z = 0) aparece una nueva ligadura de la forma y = A - sinwt . Despejando es-
ta expresion tenemos la ecuacién de ligadura y — A - sinwt = 0 Vemos que ésta es una
funcién de f{r;,t} = f{y,t} = 0 y por tanto se trata de una ligadura geométrica no
estacionaria (cinemadtica). Puede comprobarse que se puede transformar en una ligadura
cinemadtica integrable de forma andloga al ejemplo anterior, adoptando en este caso la
forma  — Aw cos wt.

2.1.3. Clasificacion de los sistemas mecanicos (atendiendo al tipo de
ligadura)

Tomando en cuenta las consideraciones hechas en los apartados anteriores para clasi-
ficar las ligaduras, podemos diferenciar los sistemas en dos grupos:

= Sistemas holénomos: Un sistema se dice holénomo cuando todas sus ligaduras
son geométricas o cinemaéticas integrables. A su vez, existen dos tipos de sistemas
holénomos:

e Sistemas holénomos esclerénomos: Aquellos en las que todas sus lig-
aduras son estacionarias (ligaduras indendientes del tiempo).

e Sistemas holénomos reénomos: En los que alguna de sus ligaduras de-
pende explicitamente del tiempo.

= Sistemas no holénomos: Un sistema es no holénomo cuando alguna de sus
ligaduras es cinematica no integrable.

Ejemplo 2.19. Clasifiquemos ahora los casos vistos hasta ahora:

= Péndulo simple: La condicién que determina que la cuerda sea inextensible es
independiente del tiempo, se trata por tanto de un sistema holénomo esclerénomo.
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= Podemos ver ahora el caso del movimiento de una particula de masa m sobre una

superficie esférica cuyo radio aumenta con el tiempo segtin la ecuaciéon p = at .
Vésase que este caso es parecido al Ejemplo 2.13, pero sin embargo, la condicién
de que el radio sea variable estd introduciendo elementos dindmicos del sistema.
Nétese que este aspecto hace que la energia del sistema varie con el tiempo y que
por tanto no podamos aplicar el teorema de la conservacién de la energia para este
caso. Por tanto las restricciones del sistema dependen exclusivamente del tiempo
y no de las velocidades, estamos en resumen en un sistema holénomo reénomo.

Movimiento de una moneda sobre un plano. El movimiento viene dado por la
expresién (véase [8] pag.126):

i cos ¢ 4 §sinp = RO (2.3)
Zsinp —gcosp =0 (2.4)

Veamos si la ligadura es integrable: De la Ecuacién 2.3= dx cos ¢ 4+ dy sin ¢ = Rdf

Del ejemplo 2.17 tenemos que, para que la ligadura sea integrable, > 61 o+ %

debe ser diferencial exacta. Entonces:

cos @ sin
d = df
R YR

dzx cos ¢ + dysinyp = RO — dzx

Si la diferencial es exacta = 30(x,y) tal que % = %cosgo y g—z = % sin . Susti-

tuyendo en 2.4 tenemos:

dycoscpzd:csingo:dx-R@:dy-R%j@—69%—a$<:>x:y

dy or  dx  Oydl oy
A
Z
0=
n >
é Yy
< @
(x.y)

Como conclusién obtenemos que, en general, el movimiento de la moneda no es
una diferencial exacta, es decir, la ligadura es cinematica no integrable. Por tanto,
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el sistema es en general no holénomo. Sélo si z = y (trayectoria recta) existe la
diferencial exacta y la ligadura es cinematica integrable. Por tanto, el sistema es en
general no holénomo. En tal caso las ecuaciones 2.3 y 2.4 se resumen en la forma
i = RO y obtenemos la ligadura geométrica estacionaria x = R + xg . Dicha
ligadura determina, por ejemplo, la dindmica del disco de Mazwell.

2.1.4. Grados de libertad de un sistema y coordenada generalizada

Como hemos dicho en los apartados anteriores, el imponer una serie de ligaduras
esta introduciendo una serie de restricciones en el normal movimiento de un sistema.
Esto provoca que no todos los movimientos sean posibles y que éstos tengan que estar
sujetos a una serie de ecuaciones. Asi pues, las ecuaciones dindmicas expresadas en
términos de las coordenadas cartesianas dejan de ser independientes. En este punto
se hace conveniente introducir una serie de coordenadas. A estas nuevas coordenadas
se les llamard COORDENADAS GENERALIZADAS. Estas coordenadas deben expresar de
la mejor forma posible las transferencias de energia del sistema. En términos de estas
nuevas variables no aparece explicitamente las fuerzas de ligadura, pero por su propia
definicién estas fuerzas estan implicitamente contenidas en las ecuaciones del movimiento
del sistema descritas con las coordenadas generalizadas. Un nocién intimamente ligada a
la de coordenada generalizada es el concepto de GRADOS DE LIBERTAD DE UN SISTEMA.
En un sistema con k ecuaciones de ligadura y N particulas se definen como g = 3N —k .

Analicemos esta ecuacién:

» g = grados de libertad

= 3N = movimientos posibles de cada particula. El factor tres indica que puede
moverse en las tres dimensiones.

= k = niimero de ecuaciones de ligadura

Esta relacion es evidente si tenemos en cuenta que cada ecuacién de ligadura limita el
movimiento del sistema en una dimensién. Los grados de libertad se definen por tanto
como el nimero de coordenadas independientes que caracterizan a un sistema.

Ejemplo 2.20. Volvamos al caso tipico del péndulo simple. Del ejemplo 2.9. tenemos
que las ecuaciones de ligadura son z = 0y p = [ = cte .Por tanto tenemos g = 3N — k =
3-1—2 = 1gdl, por lo que tenemos que definir una sola coordenada generalizada que
tomaremos como ¢; = {0} . Si recordamos el estudio del péndulo simple efectuado en el
tema 1 (potenciales unidimensionales) vemos que dicha coordenada describe de forma
muy adecuada la variacién de la energia potencial del sistema.

Ejemplo 2.21. Para el caso de los péndulos acoplados tenemos una serie de ecuaciones
de ligadura:

21222:0
L1:L2:(3te
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que significan que ambos péndulos se mueven en el plano vertical y que la longitud de
cada péndulo es constante (son cuatro ecuaciones de ligadura).

Teniendo en cuenta estas consideraciones y que en este caso tenemos dos particulas,
el sistema tiene entonces

g=3N—k=3-2—4=2gdl

como veremos al analizar posteriormente el sistema, la mejor forma de describir el
movimiento del sistema queda bien determinada si tomamos como coordenadas gen-
eralizadas ¢; = {0, ¢}, en analogia con el péndulo simple.

Ejemplo 2.22. Estudiemos ahora el regulador centrifugo. Este es un sistema forma-
do por dos particulas. La construccion del sistema sugiere que utilicemos coordenadas
esféricas para simplificar las ecuaciones de transformacién. Si utilizamos un sistema de
referencia centrado en el punto superior del regulador en estas coordenadas tenemos que
p1=pa =1L =ctey p1 = p3 = wt. Ademads no es dificil darse cuenta de que, si ambas
masas son iguales, 81 = 0y . Por tanto tenemos ¢ = 3N —k =3-2—5 = 1gdl y tomamos
como coordenada generalizada ¢; = {6}.

- X

1 o,

Ejercicio 2.2. Clasifique las ligaduras de los sistemas sistemas de los Ejemplos
2.20, 2.21 y 2.22. Clasifique ademas cada sistema atendiendo a los tipos de
ligadura obtenidos anteriormente.

2.2. Principio de los trabajos virtuales y principio de
D’Alambert

En esta seccién se trataran unos de los principios mas importantes de la fisica, el
principio de D’Alambert basado a su vez en el principio de los trabajos virtuales. Mas
que por su importancia practica directa este principio tiene tanta relevancia debido a
que es la base que lleva a enunciar la mecénica analitica.
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Antes de profundizar en este tema nos es necesario introducir una serie de breves
conceptos y diferencias entre ellos:

- DESPLAZAMIENTOS Y VELOCIDADES POSIBLES. DESPLAZAMIENTO VIRTUAL. A par-
tir de un sistema con ecuaciones de ligadura tales que f{r;,7;,t} = 0 como caso mas
general, consideremos las restricciones sobre las velocidades expresadas en la forma (lig-
adura cinemética general):

> i Ui + ago =0

donde existen k ecuaciones de ligadura y donde los coeficientes ag; describen la natu-
raleza especifica de las ligaduras consideradas, mientras que axg describe la dependencia
temporal de dichas ligaduras.
Véase, por ejemplo, el caso de la moneda rodando por un plano (ejemplo 2.19):
Recordemos que tenfamos: & cos ¢+ gsing = R (a); sing —gcosp =0 (b) y 0 =0
().

Poniendo las tres expresiones en forma matricial

cose sing —R z 0
sinp —cosep 0 yl=10
0 0 1 0 0

Como vemos, como las ligaduras no dependen del tiempo explicitamente agg. (Nota:
Se ha anadido la ecuacién (c) para completar el sistema 3 x 3).

La condicién anterior Y aj; - U; + axo = 0 determina las VELOCIDADES POSIBLES del
sistema, es decir, sélo las velocidades que cumplen esta ecuacién son permitidas. A partir
de ella podemos obtener también una ecuacién para los DESPLAZAMIENTOS POSIBLES sin
mas que multiplicar por dt; en ambos miembros:

L. Lo drg I
Zaki-vi+ak0:2aki~d—;+ak0:0 = Zaki-dn+ako~dt:0

. . -dt g .
velocidades posibles desplazamientos posibles

En el ejemplo del disco rodando sobre el plano tendremos:

cosy sing —R x 0
sinp —cosp O gyl =1(0](x) =
- X ——
0 0 1 0 0 dt
cosp sing —R dx 0
= |sing —cosp 0 dy | =1 0 | (xx)
0 0 1 do do

dx = Rdf cos ¢

. kok N
Resolviendo (**) por Cramer obtenemos: { dy = Rdfsin ¢
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Estas relaciones describen explicitamente los desplazamientos posibles del punto A
sobre el plano. Nétese que los desplazamientos posibles del disco dependen del tiempo a
través de la variacién de ¢ = ¢(t).

Aplicando esto a dos puntos del plano, tenemos que para el punto (A):

dr = Rdf (coscp i+ sing j)
De forma analoga para otro punto (B):
dr’ = Rdf (cos ¢ -1+ sing/ j)

Supongamos por un momento que ambos desplazamientos se producen al mismo tiempo
(en tal caso agg = 0, por definicién). En realidad sabemos que esto no es posible pero
imaginémoslo como vélido. Entonces podemos definir el desplazamiento virtual como:

Za},;i-dr_{—i—ako-dt—Za}'i-dﬁ/—i—ako-dt Za;ﬂ (dr; — dri') +apo-dt = Za;ﬁ 075

Por tanto: Z ar; - (dr; — diy') + ago - dt = Z az; - 07 | define un DESPLAZAMIENTO

VIRTUAL compatible con las ligaduras del sistema.
Este desplazamiento virtual §7; recibe tal nombre porque estd fuera de todo tiempo
ya que involucra procesos que en la realidad se producen uno después de otro.

2.2.1. Principio de los trabajos virtuales (J. Bernoulli, 1717)

Sean F; la resultante de las fuerzas que no son de ligadura y sea f; la resultante de las
fuerzas que si son de ligadura. Se definen las fuerzas de ligadura ideales a las fuerzas de
ligadura que no realizan trabajo cualquiera que sea el desplazamiento virtual del sistema:

f-o0r =0 Yor;

ot

v

La condicién necesaria y suficiente para que el sistema se encuentre en equilibrio es
que se anule la suma de los trabajos realizados por las fuerzas F, ejercidas sobre cada
particula del sistema.

Podemos definir en este punto el trabajo virtual como el producto de dWyirtuar =
F, - 7.

Reformulando ahora la condicién de equilibrio a partir de los trabajos virtuales ten-
emos que un sistema se encuentra en equilibrio si los trabajos realizados por las fuerzas
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F; se anulen para todo desplazamiento virtual compatible con todas las °ligaduras del
sistema.

Y Frodii=) F-ori+y fi-ori=0 = |y F-or=0Vr

lig. ideales

Que define el PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES.
Demostracion:
= Supongamos que el sistema esta en equilibrio: Fi+ f; =m-a;=0= > (F’l + f;) :
dr; = 0; donde > fi - 67 = 0 por ser ideales.
. o1e s _" _’ = 2
= Si no estamos en equilibrio: Y (F; + f;) - 07 => m-a-a; #0
=m-a; =Q-a;

A continuacion, y a modo de ilustracién, se muestran unos ejemplos de utilizacién del
principio de los trabajos virtuales. Su aplicacién més comin es la determinacién de los
puntos de equilibrio de un sistema dinamico.

Ejemplo 2.23. Aunque conozcamos las leyes de la palanca utilicemos lo aprendido en
esta seccién para determinar el equilibrio del sistema que se muestra en la figura.

« >
d 10d

Del principio de los trabajos virtuales sabemos que F; - 67, = 0 Vor;. Los desplaza-
mientos compatibles con las ligaduras del sistema son d4 y dp. Por tanto, para este

caso tenemos que Fy - 64 + Fp -0 = 0 Vd;. De la figura se deduce que df4 = %A y

dfg = %(para angulos pequenos). Ademéds sabemos que —dfp = df4. Entonces, de la
suma de los trabajos virtuales tenemos que Fad4+ Fgdp = F4-dfs-d+ Fp-dig-10d =
Fao-dOy-d—Fp-dfy-10d = (Fq —10Fp)d-dfs = 0.

Por lo que: Y F; -6, =0« F4 — 10Fg =0 F4 = 10Fg < my - g = 10mp - g. Por
tanto, el equilibrio se alcanza si y soélo si

Ejemplo 2.24. Estos problemas pueden complicarse infinitamente, pero para terminar
de ilustrar un poco mas esta seccién utilizaremos un mecanismo algo méas complejo que
el anterior (su esquema se muestra en la figura).
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El sistema mostrado podria servir para elevar un peso. Determinemos la fuerza nece-
saria para elevar un grave. Las fuerzas F y P son la fuerza aplicada y el peso elevado
respectivamente. La fuerza F aplicada sobre el punto B produciria en el sistema un de-
splazamiento dp de la barra. Este desplazamiento tendra un efecto sobre el sistema tal
que tendrd como resultado un desplazamiento §4 del peso a elevar. (Se puede ver que los
unicos desplazamientos compatibles con las ligaduras del sistema y no ortogonales son
los mencionado d4 y dp.)

Por el principio de los trabajos virtuales debe ocurrir que F, - 67, = 0 Vor;. Por
tanto, introduciendo las fuerzas aplicadas y los desplazamientos virtuales tenemos que
F, -0 =P-64+F-dp.

Vemos que dp produce un desplazamiento en el punto C. Por semejanza de triangulos
tenemos que —‘;—Bl; = g—g = 0 = —%béc. El movimiento del punto C se transmite a D
mediante una barra rigida que obliga a que d¢ = ép y por tanto dp = —%bd p- De nuevo
por semejanza obtenemos %A = %D = dp = 304 y entonces dp = —%b(SD = —204.

Sustituyendo estos valores en la expresién de los trabajos virtuales P-4+ F-dp = 0,
y por consiguiente

F=—
2
que nos indica que el peso que podemos elevar es el de una masa que no duplique la
fuerza que ejercemos en la palanca.

Se podrian dar numerosos ejemplos resolubles por el principio de los trabajos virtuales,
incluso se podria desarrollar gran parte de la mecanica de este curso a través de dicho
principio y el principio de D’Alambert. Pero, aunque en los ejercicios anteriores no hemos
podido verlo, surgen numerosos problemas de cédlculo y resultan muy farragosos para sis-
temas mas complejos. Sin embargo, como se verd més adelante, la mecanica lagrangiana
solucionara todos estos problemas y se mostrara como un método mucho mas practico
y simple que éste.
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2.2 Principio de los trabajos virtuales y principio de D’Alambert

2.2.2. Principio de D’Alambert
Jean le Rond D’Alambert (Paris 1717- Paris 1783)

Fue criado por una familia humilde,
aunque era hijo ilegitimo de un aristécra-
ta, que mas tarde le costearia la car-
rera. Anos mas tarde, cuando sus tal-
entos se hicieron evidentes, su madre
intenté reclamarlo pero él la rechazo
diciendo “Mi madre es la mujer del
vidriero”. Fue admitido en la academia
de ciencias en 1741. Trabajo en la teoria
gravitatoria especialmente en lo con-
cerniente a la precesion de los equinoc-
cios. En cuanto a la mecénica, for-
muld el principio que lleva su nombre

y que es la base de toda la mecanica
analitica sobre la que se fundaron los
estudios de Lagrange. En otros campos hay que destacar el trabajo realizado
junto con Diderot en la elaboracién de “La Gran Enciclopedia Universal”.

Hasta el momento en que D’Alambert formula su principio las fuerzas que actdan
sobre un sistema que producen un determinado efecto pueden describirse mediante la
expresion: F; + f; =

S~—— ~~
causas efectos

Es decir, la aplicacién de una determinada fuerza provoca un cambio en los momentos
o estados dindmicos de las particulas. De momento no se ha dicho nada nuevo que no
sepamos.

El gran avance que introdujo este principio es el de incluir tanto causas como efectos
en un todo para asi poder transformar un sistema dindmico en uno estatico de mayor
facilidad de resolucion:

F,+fi= p = F,—p+ f; =0 por tanto ahora F; —p+ f; =0

S~—— ~~ N—

causas efectos causas

sis. estatico
Aplicando ahora el principio de los trabajos virtuales:

N
> Froori=)» (Fi—p+  fi)-7 = §(E—@‘5ﬁ=0
=0 por ser ideales =

Que es el conocido como Principio de D’Alambert.

Esta nueva interpretacion supone un cambio de mentalidad muy fuerte, hemos pasado
de resolver un sistema dindmico a resolver un sistema estatico, para ello hemos aban-
donado un sistema de referencia inercial para introducirnos en uno no inercial.

Esto se puede ver en el caso del péndulo que se muestra en la figura.
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2.3 Ecuaciones de Lagrange

2.3. Ecuaciones de Lagrange

Joseph Louis de Lagrange (Piamonte 1736 - Paris 1813)

Aunque de ascendencia francesa, nace
y crece en el reino italiano de Pia-
monte. Desde el colegio descubrié su
vocacion por las matematicas tras
leer un ensayo de Halley. A los diecio-
cho anos ya estd dando clases en la
escuela de Artilleria de Turin. La ha-
bilidad matematica de Lagrange fue
muy pronto reconocida por Euler,
que por entonces era director de la
Academia de Ciencias de Berlin, plaza
que ocuparia mas tarde Lagrange.

Lagrange aplico su soltura matemati-
ca para realizar una sistematizacion
de la mecédnica, que ya habia em-
pezado Galileo. Utilizando el andlisis de variaciones, que él mismo habia
desarrollado junto con Euler, dedujo unas ecuaciones muy generales con las
que se podian resolver todos los problemas de la mecanica. Reunié todos los
métodos en el libro que titulé “Mecanica Analitica” (1788), el cual era un
libro puramente analitico.

La otra gran contribucion a la fisica de este estupendo cientifico fue el desar-
rollo del problema de los dos cuerpos asi como el calculo de perturbaciones,
aplicado a problemas astrofisicos.

FEn la dltima etapa de su vida dirigié una comisién que estudiaria el nuevo sistema de
pesos y medidas. Unos anos antes de morir fue nombrado conde por Napoledn.

Sea un sistema de N particulas y un conjunto de {7;} de vectores de posicién de las
particulas. Como vimos en las secciones precedentes podemos encontrar siempre una serie

{¢i}, lamadas coordenadas generalizadas, que serdn aquellas que mejor describan la
evolucién energética del sistema.

g = 3N — k = {¢;}Coordenadas generalizadas con j=1,..,g (2.5)

Podemos establecer una relacién entre los vectores {7;} y las coordenadas genrelizadas
{¢;} mediante las ecuaciones de ligadura:

F@F ) = {75} = {7} a1, s Gns t) (2.6)
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Derivando 2.6 respecto del tiempo t:

o ot o ot T ot

or;, dq or; 8q, O zg: or; ; dﬁ

87"2 5Q1 0 0qn __ 7 ..
Donde + ...+ dgqn Ot vjrl

Por otro lado el desplazamiento vistual a partir de 2.6 considera sélo las variaciones
sobre las coordenadas, no sobre el tiempo, por consiguiente:

N 1o
ESY . 04 (2.8)

J=1

Del principio de D’Alambert sabemos que para un sistema de masa constante:

0:2@—@-6&—2 p*)Za” =

=1 i=1

’ A
- q;

=1 j=1

Donde se ha utlizado la ecuacién (2.8).
Expresién que nos da los trabajos virtuales a partir de las coordenadas generalizadas.
Definiendo las FUERZAS GENERALIZADAS como Q; = S | F; - 9%

0q;
Ademss:
im- 4 F% —F-.i or: —im-d 77..8171' — - 0ui \ | _
7 dt " O Cat\ag; ) &AL\ 94 "\og )|~

R RS T B or\ oT

~ila s} n =4 (5) -5
Donde se han utilizado:

or; 0y,

0q; N 0q;

d <af,~> o, 07 o0 .
dt \ Oqg; 0q; 0t0q; . 0qi.0q;

Sustituyendo estos resultados en la ecuacién (2.9) tendremos:

N

SR )07 = 3 (F mza“ -

i=1 i=1
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g d (0T oT
=3 A (55) + (5) o=

J

Como los desplazamientos virtuales son en general no nulos y linealmente independi-
entes entre si, la expresion anterior es cero si y solo si la expresion entre corchetes es

d (0T oT
9= <aqj> - (aqj)

A estas ecuaciones se las conoce como las ECUACIONES DE LAGRANGE.

Si las fuerzas provienen de un potencial vimos que podiamos expresarlas como el
gradiente de este mismo potencial de la forma F; = —V,;U. Teniendo en cuenta esto,
las fuerzas generalizadas quedan como (siempre que provengan de un potencial, es decir,
siempre que sean conservativas):

siempre nula, es decir, si:

—

. O, N~ on
%ZZE%z—;Vﬁ%Z

=1

Por tanto podemos escribir las ecuaciones de Lagrange como:

d<my_<m>__mf
dt \ 0¢; dq; dq;

Y si U no depende de (j’j entonces:

% (C,;Z,j(T— U)) - <£j(T— U)> =0 (2.10)

Podemos definir ahora una nueva funciéon L = T — U , que se conoce como el LA-
GRANGIANO DEL SISTEMA. Dicho lagrangiano expresard la diferencia entre la energia
cinética y potencial del sistema. Entonces:

1) ()

Las ecuaciones (2.10) y (2.11) nos permitiran abordar todo tipo de problemas para
sistemas dindmicos conservativos.

Para sistemas generales en los que existan tanto fuerzas conservativas como no con-
servativas tendremos que tener en cuenta que no podremos expresar todas las fuerzas
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: ) . d (0L oL
presentes en el sistema a partir de un potencial, por loque: | — | =— | = | — ) = Q;
dt aq]' 8qj
Que expresard las ecuaciones generalizadas de Lagrange para fuerzas no con-
servativas @);.

Mediante lo aprendido hasta este momento durante el desarrollo de este tema ya
podemos establecer unas pautas a seguir cuanto “ataquemos” un problema de mecéanica
mediante la formulacién lagangiana. Este proceso podriamos dividirlo en varios pasos:

1. Determinacién del nimero (N) de particulas u objetos (puntos materiales) que
componen nuestro sistema.

2. Realizacién de un esquema del sistema. (La intuicién a cerca de hacia donde podria
moverse o actuar nuestro sistema puede ser 1itil aunque en otras ocasiones podria
confundirnos e incluso podria hacer que cometiesemos errores)

3. Obtencidn de las ecuaciones de ligadura (k).

4. Deduccién de los grados de libertad del sistema ¢ = 3N — k y eleccion de las
coordenadas generalizadas {g;}.

5. Obtencién de las coordenadas cartesianas, mediante ecuaciones de transformacién,
en funcién de las coordenadas generalizadas, z; = x;(q;).

6. Obtencion de la energia potencial U y de la energia cinética, asi como del la-
grangiano del sistema L = T'— U (dicho Lagrangiano nos proporcionara numerosas
informacién, como veremos méas adelante).

7. Planteamiento de las ecuaciones de Lagrange a partir de las ecuaciones (2.10) y
(2.11), para deducir posteriormente las ecuaciones del movimiento.

Ejemplo 2.25. (Problema “tipo 1”): péndulo elastico.

Elegimos un modo de activacién tal que el péndulo oscila debido a la fuerza recuper-
adora del muelle y alrededor de la vertical. Tenemos por consiguiente que el movimiento
queda confinado en el plano vertical del papel (la ecuacién de ligadura es z = 0). Por
tanto, tendremos que N = 1 particulas y k = 1 ecuaciones de ligadura, por lo que
g=3N—k=3-1=2gdl. A partir de estas consideraciones necesitaremos 2 coorde-
nadas generalizadas que nos premitan describir de la mejor forma posible la evolucion
del sistema, que para este caso seran ¢; = {n, ¢}. En este caso el sistema formado por el
péndulo eldstico es un sistema holénomo esclerénomo.
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Describamos ahora la posicién del péndulo en cada instante a partir de las coordenadas
generalizadas:

x=(lp+n)siny (2.12)

y=—(lp+mn)cosy (2.13)

Las ecuaciones (2.12) y (2.13) forman las ecuaciones de transformacién del sistema.
Derivando estas ecuaciones respecto del tiempo tendremos:

& =nsingp+ (lp+n)cosp - ¢ (2.14)

g=—-ncosp+ (lp+n)sing- ¢ (2.15)

Podemos ahora expresar la energia cinética del sistema a partir de las ecuaciones (2.14)
y (2.15):

1 1 1
T=gm-v?=om- (@ +9%) = gm- (0" + (lo+n)* - &) (2.16)

Mientras que la energia potencial queda como:

1
9 + e mg (o+n)cos<p+2n (2.17)
E.P.Gravitatoria E.P.eldstica

Recordando que el lagrangiano del sistema lo habiamos definido como L =T — U:

L:T—U:%m-(r']2+(l0—|—7])2-¢2)+mg-(lo+77)coscp—%k‘172
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Si analizamos el lagrangiano del sistema, observamos que éste depende de L = L(n, ¢, 1, ¢).
Es por tanto independiente del tiempo, una caracteristica de los sistemas esclerénomos.
Como veremos en los temas siguientes, el que no aparezca explicitamente el tiempo
en el lagrangiano determina que la energia total del sistema se conserve a lo largo del
movimiento.

Las ecuaciones del movimiento del sistema quedan ahora determinadas derivando re-
specto del tiempo las coordenadas generalizadas.

—aL—m ) —aL—m(l +1)¢* 4+ mg-cosp — k
an = n an = 0T nNe g ¥ n
Por tanto:
d L L
dt (gﬁ) B (gn) = 0= mij — m(lo +1)$* —mg - cos+ kn =0 (2.18)

De la misma forma, para la coordenada ¢:

gi =m- (lo+n)*p gi = —mg(lo +n)sinyp

Y sustituyendo:

d (0L L\ N o L
7 <3¢> - <a¢) =0=2m-(lo+n)en+m(lo+n)"¢+mg(lo+n)sinp =0 (2.19)

Entonces las ecuaciones (2.18) y (2.19) formaras las ecuaciones dinémicas del sistema.
Toda la informacién a cerca del movimiento del péndulo se encuentra contenida en estas
expresiones.

Notese que si en todo el desarrollo del problema se sustituye el valor de n = 0 =
n =1 = 0, el problema se convertiria en un péndulo simple de longitud ly. En ese caso
tendriamos que, segin las ecuaciones (2.18) y (2.19):

lo-¢* +gcosp=0
S~ =
Ac.radial  Tensién
lo-¢ + mgsin ¢ =0
—— ———
Ac.angular  Componente del peso

Ejercicio 2.3. Resolver en coordenadas cartesianas el problema anterior y
discutir en qué caso resulta mas conveniente la eleccién de unas coordenadas
u otras y por qué. Para ampliar su informacién puede consultarse el articulo

[9]-
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Ejemplo 2.26. (Problema “tipo 2”): péndulo cuyo punto de suspensién sufre
una oscilacién forzada.

De nuevo, el modo de activacién impone la ligadura z = 0. Los grados de libertad del
sistema seran entonces g = 3N — k = 3 — 1 = 2¢dl (ojo!! como veremos al final esto no
corresponde a la realidad, cuando imponemos la expresién 7(t) = Acoswt estamos in-
troduciendo una ligadura estructural en el sistema). Tenemos por tanto dos coordenadas
generalizadas ¢; = {z, p}.

gl
. L
X

g (H=Acos wt |

X

-4

Actuando de forma similar al ejemplo 2.25, las ecuaciones de transformacion en estas
coordenadas son:

x(t) =n(t) + lsing — x(t) = Acoswt + lsin ¢
y(t) = —lcosp sustituyendo y(t) = —lcos¢

Y derivando estas expresiones:

#(t) = —Awsinwt+Ilpcosyp
i) = Ipsing

Podemos ver que el tiempo aparece explicitamente en las ecuaciones de transformacion.
El sistema es, por tanto, holénomo reénomo.
A partir de estas ecuaciones las energias cinética y potencial podemos expresarlas
como:
L.

1 1
= im(ac2 +9?) = 5™ (A2w2 sin? wt + 1?¢? — 24wl cos (psinwt)
U = mgh = mgy = —mgl cos ¢
Con estos resultados podemos obtener de forma inmediata el lagrangiano del sistema:

1
L= g m (A2w2 sin? wt + 12¢? — 2Awl cos psin wt) 4+ mgl cos (2.20)

Analizando este resultado podemos ver que el lagrangiano es una funcién L = L (¢, ¢, t),
que como vemos no depende de la coordenada generalizada {z}. Habré por tanto una sola
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ecuacion de Lagrange. Se demuestra por consiguiente que hay un sélo grado de libertad
g = 1, al contrario de lo que crefa en un principio, en que se establecieron g = 2 gdl. Esto
se debe a que, como ya se habia avisado con anterioridad, n(t) impone caracteristicas
dindmicas del sistema.
La ecuacién dindmica del sistema es entonces:
oL

oL
— = mwlpAsin psinwt — mgl sin @ — =ml?*p — mwlA cos psinwt

Jp ot

Y sustituyendo:
d (0L L A

Este problema ilustra la dinamica de un sistema reénomo. En el caso de oscilaciones

pequenas (¢ — 0), y llamando wg = % a la frecuencia caracteristica del péndulo, la

Ecuacién (2.21) se reduce a la forma lineal ¢ + wip = ?wQ coswt, que correspondo a la

ecuacion de un oscilador armonico forzado.
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2.4. Sistemas naturales

Hasta ahora hemos visto dos tipos de sistemas atendiendo a sus grados de libertad:

= Caso A: Recordemos que para el péndulo elastico teniamos:

1 . ,
T = om(? + (o +n)* - &7)
= Caso B: Mientras que para el caso del problema tipo 2:

1
T= 5(142002 sin? wt + l2gb2 — 2Awl¢ cos @ sin wt)

Veamos las estructura de la energia del sistema:
d(ory (oY _,
dt 6qj 8qj N

T = Z ~mv? Zmz {Zan QJ+£}2:T2+T1+TO

Con ecuaciones de transformacion tales que:

L L o O
i = 1i(q5, @, t) — U = J; da; KR
Donde se han denominado a las energias T, T} y Tp como (véase [10], pagina 25):

ZZ 8”' o QJQk ZAjk QJQk
siendo

or;  Or;
A=Y m 2
" Zz:m dq; Oqx

y 15 una forma que depende cuadraticamente de las velocidades.
or; 0r; .
Z i Z ot
donde T} depende linealmente de las velocidades.
1 37‘1
To = =

La cual no depende de las velocidades generalizadas {¢;}.
Por tanto, tenemos que:
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= Caso A:

N | =

1 .
T = §m(772 +(lo+n)*-¢%) =

(7 S‘b)(rg m(loOJrn)2><Z>

1
T = §(A2w2 sin? wt + l2gb2 — 2Awl¢ cos @ sin wt)

s Caso B:

donde podemos identificar:

1 .
Ty = §ml2g02

Ty = —mAwlg cos @ sin wt

1 .
To = §A2w2 sin? wt
A partir de estas consideraciones definiremos los SISTEMAS NATURALES (TIPO 1) como
aquellos cuya energia cinética se reduce a la forma cuadratica T5.
Notese que los sistemas esclerénomos van a cumplir que %T' =0, porloque 71 =Ty =
0. Por tanto, todos los sistemas esclerénomos seran sistemas naturales (tipo 1).
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2.5. Potencial generalizado

Como hemos visto, las ecuaciones de Lagrange se expresan como

d (0L 0L ~
i (5) - () -2

en su forma mas general. De los temas anteriores vimos que una fuerza puede expre-
sarse a partir de un potencial si el campo era conservativo (F' = —VU). Este tipo de
potenciales se les denomina ordinarios. Por tanto, si U es conservativo podemos encon-
trar una funcién G, a la que llamaremos POTENCIAL GENERALIZADO, para las fuerzas
generalizadas que cumpla que @ = —VG. Utilizando estas expresiones podemos ver que
se cumple que:

g _ 0G d (oG
I qu dt 8(]]

Si imponemos la condicién de que G no depende de v, entonces:

G= Golgt) +> ;-4
— —_——

Pot. ordinarios G

donde g; = g; (g;,1).

Hay que darse cuenta de que el potencial es en general dependiente del tiempo y es,
por tanto, no estacionario.

Podemos profundizar ahora con mayor fuerza en el concepto del Lagrangiano y re-
definirlo como:

L:T—G:TQ—I—Tl—i-To—Go—Gl = L:T2—<T1—G1)+(T(]—GO):>

reagrupando

=[L=Lo+ Ly + Lo|

Definimos ahora como SISTEMAS NATURALES (TIPO 2) a aquellos que admitan la
descomposicién del Lagrangiano como L = Lo + L1 + Lg. Véase que la definicién de
sistemas naturales (tipo 1), no es mas que un caso particular de ésta y que, por tanto,
esta ultima definicién es mucho mas general.

Ejemplo 2.27. Demostremos que las fuerzas de inercia se reducen a una sola fuerza
generalizada que proviene de un potencial generalizado G.
Recordemos que para un sistema en rotacion las fuerzas de inercia se expresan como:

Finercia =—m | Ry +@X (@X7)+28 x4+ &G X7
arrastre centrifuga coriolis acimutal
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De esta expresion podemos ver que la fuerza centrifuga la podemos desarrollar de la
siguiente formas:

—(Bx7)2
Sustituyendo en la fuerza de inercia:
1 = > S a2 T
Rnercm:§m-V{2R0-r—(wXT) }—m<2w><r—|—w><r)
Go :%(&xf’)—s—a}x?
Identificando términos: —m (%(J) X T) 4+ & X F) = B?f + % (%}Gj)
Entonces:

oG Jdr

= (3% F) DG =m(@ x 1) 7+ [ ) = G b)
or

e [ di

S m@xA)ENG = om@x )7 () = G
r

prod. mixto antisim.

Comparando estas expresiones vemos que:

Gi(F,7) = —m(& x 7) - 7

Recapitulando, las fuerzas de inercia provienen de un potencial generalizado y cumplen
que:

1 g Lo\ 0G d [8G\ <
Fmercm—_2m‘v{2RO'T_(wxr)}_8%+Cu<afjj>_ Ve

aq]' dt 8(]]
1 5 o
Go(7) zim{QRo T—(wxr)Q}
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2.6 Funcion de Rayleigh. Funcion de disipacion.
2.6. Funcién de Rayleigh. Funcién de disipacion.
Sea una fuerza disipativa que dependa de la velocidad de las particulas
fui == (Roe -7+ kg T+ b2 - )

que puede tratarse por ejemplo de una fuerza de rozamiento del tipo Stokes. Recordemos
que habiamos deducido las forma mas general para las ecuaciones de Lagrange:

0L OL ~
(aq] 8%) =

donde @); son las fuerzas que no derivan de un potencial ordinario.
Podemos entonces definir una funcién que sigue la expresién:

N
1 . .
=35 E kpd + kyy + k.2)
i=1

llamada FUNCION DE DISIPACION DE RAYLEIGH.
Tal que la fuerza disipativa podemos obtenerla como:

- oF - (9F—» 8F

Hay que darse cuenta de que esta expresién no implica que la fuerza disipativa derive
de un potencial. Seria un error considerarla asi, ya que hemos dicho desde un principio
que las fuerzas disipativas son no conservativas.

Podemos usar ahora estas expresiones para deducir una relacion para las fuerzas gen-
eralizadas en relacién a la funcion de disipacién de Rayleigh:

N N
vazarl_ Zv vz'%_ Z: 8”:_67}7

0q;

Por lo que las ecuaciones de Lagrange a partir de la funcién de Rayleigh quedan como:

4 <3L> _ <3L> __OF
dt 6q] 8(]]‘ 8qj
De modo que para obtener las ecuaciones del movimiento debemos especificar dos

funciones escalares: el lagangiano y la funcién de disipacion.

http://alqua.org/libredoc/LAG 53



http://alqua.org/libredoc/LAG

2 Fundamentos de la mecanica lagrangiana

2.7. Ecuacion de la energia

De los resultados expuestos en todo el tema sabemos que en un contexto general
tenemos que el lagrangiano del sistema es:

L(gj,qj,t) =T - G=To+T1 +To — G1 — Go
Y la funcién de disipacién de Rayleigh:
F(dgj)
Por la regla de la cadena tenemos que al derivar el lagrangiano:

dL <~ (9L dq; ~ IL dg; 0L (0L . L. oL
dt—;<aqjat+aqjat>+at—;<aqj%+aqj%>+at?

_Z[%_d<%)]q.+d9%q.+fm_
L~ | dq; dt \9q; )| dt = 94 7ot

~

7j=1
_zg:[aF]q_ N dzg:é?L PN/
- 94, | 9T gy 9. T o
= 0q; dt = 0q; ot v(3)
Donde:

» (1) Teorema de Euler para funciones homogeneas de grado n Z?Zl 597]; xj=mn-f.
oL . _ d (0L ;. d ( 0L .
) Gk di= 4 (5 a) - & (8) @

oL d ( 0L s oF | . __
- O S (5 - & (8)| 6 =S5 (5| o = 2r

Y por tanto, haciendo uso del teorema de Euler, sustituyendo y despejando:

d | oL oL
— o gi—L| =—-2F — —
dt = 0q; ot

Asf que la ecuacion de la energia es:

d oL
Zho=—2F -
dt ot

En donde hemos definido la FUNCION DE LA ENERGIA como:

g

oL . .
> ag, G~ L="ndj 1)
j=1 94

Si examinamos la expresion de la ecuacién de la Energia podemos ver que:
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2.7 Ecuacion de la energia

= %h = potencia
= 2F = potencia=ritmo al que se disipa energia

Por tanto la ecuacién de la energia nos indica el ritmo al que el sistema cambia su
energia. Un sistema cuya ecuacion de la energia cambie con el tiempo (%h # 0) serd un
sistema que pierde energia o al que se le suministra energfa, segin el signo.

Aunque en la naturaleza todos los sistemas sean disipativos (2F > 0), nos interesaran
sobre todo aquellos casos ideales en los que el segundo miembro de la ecuacién de la
energia es nulo, es decir, aquellos en los que la energia mecénica del sistema se mantenga
constante.

Como veremos mas adelante esto ocurrird si el lagrangiano del sistema no depende
explicitamente del tiempo, ya que entonces:—%—f =0= %h , ¥ por tanto la funcion de la
energia es una constante que recibe el nombre de INTEGRAL DE JACOBI. Més adelante
analizaremos esta expresién con mads detalle, pero adelantaremos que si la integral de
Jacobi se mantenga constante nos estara indicando ciertas simetrias o cantidades con-
servadas en el sistema (h serd una constante del movimiento). Para profundizar en estos
temas véase la tercera edicién de [10].

http://alqua.org/libredoc/LAG 55



http://alqua.org/libredoc/LAG

2 Fundamentos de la mecanica lagrangiana

2.8. Resumen y formulario

» Tipos de ligaduras:

e Ligaduras estructurales o de construccion del sistema

e Ligaduras por activacién

= Clasificacién de las ligaduras:
e Unilaterales f {r;,r;,t} >0
e Bilaterales:
o Cineméticas: f {r;,r;,t} =0
o Geométricas: f {r;,t} =0
o Estacionarias: f{r;} =0

= Clasificacién de los sistemas mecanicos atendiendo al tipo de ligadura:

e Sistemas holénomos: Un sistema se dice holénomo cuando todas sus ligaduras
son geométricas o cinemdticas integrables. A su vez, existen dos tipos de
sistemas holénomos:

o Sistemas holénomos esclerénomos: Aquellos en las que todas sus ligaduras
son estacionarias (ligaduras independientes del tiempo).
o Sistemas holénomos reénomos: En los que alguna de sus ligaduras de-
pende explicitamente del tiempo.
e Sistemas no holénomos: Un sistema es no holénomo cuando alguna de sus
ligaduras es cinematica no integrable.

= Grados de libertad de un sistema: g = 3N — k

» Principio de los Trabajos Virtuales: ) F.6r =0 Vor:
= Principio de D’ Alambert: Zfil (F; —ﬁ) 20 =0

= Ecuaciones de Lagrange:
e . =T — U Lagrangiano del sistema

% (%) — (%) = 0 Ecuaciones de Lagrange

% (%) — (E%Lj) = Qj Expresién general de Lagrange (para fuerzas no con-

servativas @; )

» Sistemas naturales:

e Definiremos los sistemas naturales (tipo 1) como aquellos cuya energia poten-
cial se reduce a la forma cuadratica T5.

e Definimos los sistemas naturales (tipo 2) como aquellos que admiten la de-
scomposicién del Lagrangiano como L = Lo + Ly + Ly.

» Potencial Generalizado: Q, = —V,Gy — %—% + % (%—%)
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2.8 Resumen y formulario

» Funcién de Disipacién de Rayleigh: F' = %Zf\;l (ko + kyy + k2 2)

= Ecuacién de la Energia e Integral de Jacobi:
. %h = —2F — %—f Ecuacién de la energia
o h= Z§:1 g—(fj -g; — L = h(gj, qj,t) Integral de Jacobi
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2 Fundamentos de la mecanica lagrangiana
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3 Leyes de conservacion

3.1. Introduccién

Hasta ahora hemos descrito cémo calcular las ecuaciones de movimiento de un sistema,
pero no hemos dicho nada sobre el modo de calcular su solucién. Si un sistema tiene n
grados de libertad estard descrito por n ecuaciones de movimiento de segundo orden en el
tiempo, necesitandose para resolverlo 2n constantes de integracion. Desafortunadamente
estas ecuaciones no podran resolverse siempre, pero se puede extraer de ellas mucha
informacién acerca del sistema, como veremos mas adelante.

3.2. Coordenadas ciclicas e integrales primeras

El MOMENTO CANONICO CONJUGADO ! 0 CANTIDAD DE MOVIMIENTO CANONICA p;
asociado a la coordenada ¢; se define como

oL

s = —, .1
Pi= ¢, (3.1)

Como puede deducirse de las ecuaciones de Lagrange, el momento candnico se conserva
si la variable q; es ciclica, es decir, si no aparece explicitamente en el lagrangiano del

sistema.
d (0L oL
(57) -7 = ©

dt \9q; )  9g;
d
a(oLy _
dt qu
oL
~—p. = C. 3.2
4 pj (3.2)

Este hecho es fundamental, pues si la coordenada canénica g; es ciclica se puede despejar
la velocidad candnica conjugada ¢; de las ecuaciones de movimiento, a la que se denomina
integral primera.

'Hay que indicar que dicho momento no siempre coincide con la cantidad de movimiento. Asi, si la
variable generalizada ¢; es un angulo puede comprobarse que las dimensiones de p; no son de cantidad
de movimiento (masa por velocidad), sino de momento angular.
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3 Leyes de conservacion

3.3. La integral de Jacobi

Si se calcula la derivada total del lagrangiano se obtiene

aL 9L OL dg; | ~ OL di; aj
da dq; at 8q] at *
B oL . aL dg; 9L
= Z oV T 2 9q ar e (3:3)

En el primer sumatorio, de acuerdo con las ecuaciones de Lagrange, se puede realizar la
sustitucion:

oL d (0L
— === 4
6(]j dt <8q]) (3 )

Entonces, la ecuacién (3.3) se puede poner de la siguiente manera:

L d L dg; aL
a Zdt( )q] Zaqjat

oL oL
— (g == iy 3.5
zj:dt <q”aq'j>+8t (3:5)
Pasando el término de la izquierda de (3.5) a la derecha resulta
oL 0L
L — =0. 3.6
X (05 )+ 5 5

Al término entre paréntesis se le denomina INTEGRAL DE JACOBI h y estd definida por
(3.7), como se estudié en el capitulo anterior

QJ7QJ? Z%p] — L. (3.7)

Como puede verse, dicha integral se conserva si el tiempo no aparece explicitamente en
el lagrangiano. En algunas circunstancias, la integral de Jacobi coincide con la energia
total del sistema.

En general, es posible descomponer la energia cinética T' en tres términos, tales que el
primero de ellos dependa sélo de la coordenadas generalizadas (7p), el segundo dependa
no solo de las coordenadas generalizadas sino también linealmente de las velocidades
generalizadas (71) y el tercero sea una funcién de las coordenadas generalizadas y que
dependa cuadraticamente de las velocidades generalizadas (75).

T =1To(q) +T1(q,4) +T2(q,9) (3.8)

De esta forma, el lagrangiano se puede descomponer segin su comportamiento funcional
respecto a las variables ¢
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3.3 La integral de Jacobi

Aqui, Ly es una funcién homogénea de segundo grado (no meramente cuadratica) mien-
tras que L; es homogénea de primer grado en ¢. Si se sustituye este lagrangiano en la
expresién de la integral de Jacobi teniendo en cuenta el Teorema de Euler ? se obtiene
(3.10).

h=2Ly+ Li — L= Lo— Ly. (310)

Si las ecuaciones de transformacién de las coordenadas generalizadas no dependen explici-
tamente del tiempo 1" = T5. Si el potencial no depende de las velocidades generalizadas,
Lo =Ty Ly= -V, con lo que

h=T+V =E, (3.11)

de manera que la integral de Jacobi coincide con la energia total del sistema.
Veamoslo con algunos ejercicios:

Ejercicio 3.1. Una particula de masa m se mueve en el espacio sometida a la accion
de una fuerza central que deriva del potencial U(r). Obtén el lagrangiano del sistema en
coordenadas cartesianas y esféricas. Determina, en cada caso, las coordenadas ciclicas
que aparecen y calcula las integrales primeras asociadas a las mismas.

Coordenadas cartesianas

Para escribir el lagrangiano es necesario escribir previamente la energia cinética T y
el potencial U en funcién de las coordenadas elegidas, en este caso cartesianas. Asi, la
energia cinética de la particula es

1 1
T = §m1)2 =5m (&% +9° + 2%), (3.12)

y el potencial bajo la accién de una fuerza central

U=U (\/332 +y2 + z2) , (3.13)

por lo que el lagrangiano es

1
L:T—U:§m(§52+y2+z’:2)—U(\/x2+y2+z2) (3.14)
En este caso, las variables x, y, 2 no son ciclicas, pues aparecen en el lagrangiano, por
lo que (7) los momentos candnicos conjugados no se conservan en este sistema de coor-
denadas y (77) no hay integrales primeras.

2E] Teorema de Euler dice que una funcién f homogénea de grado n en x cumple que

P
2 agfi =nf
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3 Leyes de conservacion

Figura 3.1: Coordenadas esféricas

Ademids, dado que el tiempo no aparece explicitamente en el lagrangiano la integral
de Jacobi se conserva

h(gj,q;,t) = Zq'jpj — L = const. (3.15)
J

Dicha integral coincide ademds con la energia mecdnica del sistema, pues las ecuaciones
de transformacion de las coordenadas generalizadas no dependen explicitamente del tiem-

po
h = const = E. (3.16)

Coordenadas esféricas
La energia cinética se puede escribir en funcién de las coordenadas esféricas sin més que
escribir las coordenadas cartesianas que aparecen en (3.12) en funcién de las coordenadas
esféricas

x = rsinfcos, (3.17)
= rsinfsinp, (3.18)
= rcosf. (3.19)

En este sistema de coordenadas, la energia cinética de la particula es
1 .
T=2m (7'«2 + 7262 + 12 sin 9¢2> : (3.20)

Por otra parte, la energia potencial toma una forma mucho mas simple, dado que sélo
depende de la distancia al origen r

U=U(r), (3.21)

con lo que el lagrangiano es

1 )
L=gm (7'«2 + +1202 + 12 sin? 9¢2) —U(r). (3.22)
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3.3 La integral de Jacobi

En este caso, si que hay una coordenada ciclica: el dngulo acimutal ¢, de manera que su
momento canénico conjugado p,, serd constante.

oL
Py = 9% = mr?sin? O = const. (3.23)

Si se llama A al valor inicial del momento candénico conjugado,

A = mrg sin? 6o, (3.24)
La velocidad ¢ puede escribirse en funcién de la distancia al origen r y del angulo polar
0 (integral primera)

A

= ————. 3.25

Y r2sin?d (3:25)
Como puede observarse, mientras con las ecuaciones de Lagrange se obtienen ecuaciones

diferenciales de segundo orden, la integral primera da el valor de la coordenada ¢ inte-
)
grando una sola vez, analitica o numéricamente.

t
A

= dt’ 3.26

v=wot /0 mr2(t') sin? () (3:26)

Donde ¢ es el valor inicial de la coordenada ¢.

En este ejemplo se pude comprobar la importancia de la seleccién de un adecuado
sistema de coordenadas.

Ejercicio 3.2. Dos particulas se mueven en una dimensién sometidas a una fuerza que
deriva del potencial U(z1,z2) = q(r1 — x2)". Demuestra que la suma de los momentos
candnicos conjugados se conserva. Interpreta fisicamente el resultado.

Para escribir el lagrangiano es necesario hallar primeramente la energia cinética como
la suma de la energia cinética de cada una de las dos particulas

1 1
T = —myd? + ~mod3, (3.27)
2 2
obteniendo asi
1 . 1 .
L= §m1x% + imgx% —q(z1 — z2)". (3.28)

En este caso no hay ninguna coordenada ciclica.

Escribamos ahora la ecuacién de movimiento de la primera particula

oL .
P = &, — "ar .. n—1
_ = mi%1 — gn(xr1 — T2 =0. 3.29
ngl = —qn(z1 — 23)" 1 } qn( ) ( )
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Haciendo lo mismo para la segunda se obtiene
maity — qn(zy —2)" ' =0 (3.30)

La suma de ambas ecuaciones coincide con la derivada de la suma de los momentos
candnicos conjugados

d
miZ1 + made = p7 (mid1 + matz) =0, (3.31)

por lo que dicha suma se conserva
p1 + p2 = const. (3.32)

Dado que el tiempo no aparece explicitamente en el lagrangiano la integral de Jacobi
también se conserva

. . .
h(g;,q;,t) = imlx% + §m2x§ + q(x1 — x2)™ = const. (3.33)
Ademads, como el tiempo tampoco aparece en las ecuaciones de transformacion de las

coordenadas generalizadas dicha integral coincide con la energia mecanica del sistema
h = const = E. (3.34)

Ejercicio 3.3. Una particula de masa m se mueve sin rozamiento sobre la superficie
interior de un paraboloide de revolucién de ecuacién x2 +y? = 4z sometida a la accién de
la gravedad. Determina el niimero de constantes del movimiento y las correspondientes
integrales primeras.

Dada la simetria de la superficie que restringe el movimiento (ligadura), parece razon-
able hacer el cambio a coordenadas cilindricas, dado por

xr = pcosp, (3.35)
= psingy, (3.36)
z = =z (3.37)

Como coordenadas generalizadas se elegiran p y . La coordenada z se puede poner en
funcién de las otras dos a partir de la ecuacion de ligadura

1
PP =4z = 2= —p. (3.38)

Las energias cinética y potencial y el lagrangiano son en este caso (3.39) y (3.40).

1 ) ) . 1 ) . 1,5,
T o= om (P4t + ) = om <p2 +p*¢% + 4p2p2) 7 (3.39)
U = mgz= %pa (3.40)
1 1
L = T-U=3m (;‘P + 2%+ 4p2p2> - %,ﬂ. (3.41)
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3.3 La integral de Jacobi

Como puede observarse, angulo acimutal ¢ es una coordenada ciclica, por lo que su
momento canénico conjugado p, serd igual a una constante A

oL . .
Pe =55~ mp’p = A = mpo. (3.42)

La correspondiente integral primera es

A

O =—5 (3.43)
mpg (t)
y el &ngulo acimutal
A [todr
Y =1$o+ — / - 3.44
m Jo p*(t) (344)

Dado que el tiempo no aparece explicitamente en el lagrangiano ni en las ecuaciones
de transformacion de las coordenadas generalizadas la integral de Jacobi se conserva y
coincide con la energia mecanica del sistema
. 1 ) ) 15, m
h(ay,dj,t) = 5m <p2 + 7% + 4p2p2> TQPQ = E = const (3.45)
Ejercicio 3.4. Una particula de masa m se mueve por la superficie de una esfera centrada
en el origen de radio R sometida al potencial

B 22 1 1
IR (T (2) 4

U(zx,y,z) (3.46)

Y

Determina el ntimero de constantes de movimiento y las correspondientes integrales
primeras.

Puesto que la ligadura es una superficie esférica se realiza el cambio a dichas coor-
denadas aplicando las expresiones (3.17), (3.18) y (3.19) eligiendo los dngulos polar y
acimutal como coordenadas generalizadas (la distancia al origen r permanece constante
e igual a R en todo momento). Asi, el potencial que actia sobre la particula toma la
forma

- ) R® — a2 — 2 1
,Y,2) = 5.3 2 2 - 2
YR ()41 (g) +1
B R2 — r2sin2%46 B 1 —sin?6
 R2 4+ 2sin?6 1 +sin%0
sin? 6
= 92— ° 3.47
1+ sin?6 (347)

Hay que resaltar que los dos ultimos términos de este potencial se simplifican consider-
ablemente en este sistema de coordenadas (en el sistema cartesiano tenfan un cociente
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y/zy x/y) -
La energia cinética es

I SRR VL SN B DS WS SRR, U
T—2m(r + 776 + r°sin 0g0>—2mR <9 + sin 9<p>, (3.48)

y el lagrangiano

sin 6

] 3.49
1+ sin%6 ( )

1 )
L= §mR2 <02 + sin? 0<,b2) +2

De nuevo, el dngulo acimutal ¢ es una coordenada ciclica, por lo que su momento canéni-
co conjugado p, se conserva

L
Dy = g@ = mR?sin® 0 = const = mR?sin? ppg = A. (3.50)

La correspondiente integral primera es

N S (3.51)
¥ = mR%sin? o(t)’ '
y el angulo acimutal
A [t
= . 3.52
v=pot mR? /0 sin?0(t') (8:52)

Dado que el tiempo no aparece explicitamente en el lagrangiano ni en las ecuaciones
de transformacion de las coordenadas generalizadas, la integral de Jacobi se conserva y
coincide con la energia mecénica del sistema:

h(gjdgnt) = gmR® (62 + sin? 05 g SN0 {=E (3.53)

i qi,t) = =m sin — - = const = .
-5 2 v 1+ sin?6

Ejercicio 3.5. Una particula de masa m se mueve por la superficie de una esfera centrada
en el origen de radio R sometida al potencial

2

(% z
U(.’E,y’ Z) = _EmR2:E2 +y27

donde o = 1s72.

Determina el nimero de constantes de movimiento y las correspondientes integrales
primeras, sabiendo que las condiciones iniciales de su movimiento son

0(0) =7/2, 0(0) = —1rad/s,
©(0) =0, ¢(0)=1rad/s.
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3.4 El péndulo simple

De nuevo, el cambio més adecuado es a coordenadas esféricas, seleccionando de nuevo
los angulos polar y acimutal como coordenadas generalizadas

U= —%mRQ cot2 6, (3.54)
El lagrangiano es entonces

1 )
L= ZmR? (92 + sin? WQ) + %mR2 cot? 6. (3.55)

El angulo acimutal ¢ es una coordenada ciclica, por lo que se conserva su momento
candnico conjugado, el cual se puede calcular a partir de las condiciones iniciales dadas
por el enunciado

Py = 0, (0) = mR%sin? Ohpg = mR?, (3.56)

y la correspondiente integral primera es

mR? 1
P - , 3.57
Y MR sin? 6(t)  sin?6(t) (3:57)
de manera que el angulo acimutal es en este caso
t dt/
= —_—. 3.58
v =0 +/0 SinZ 6(1') (3:58)

Una vez mas, el tiempo no aparece explicitamente en el lagrangiano ni en las ecuaciones
de transformacién de las coordenadas generalizadas la integral de Jacobi se conserva y
coincide con la energia mecanica del sistema

1 )
h(gj,q;,t) = §'mR2 (92 + sin? 99b2> - %mR2 cot? 6 = const = E (3.59)

3.4. El péndulo simple

Como se dijo en el tema anterior, el péndulo simple sélo se puede considerar isécrono
cuando describe pequenos angulos de oscilacién. Pero, jqué ocurre cuando describe an-
gulos grandes? Resulta sorprendente que algo tan sencillo como una masa y una cuerda
no tenga una ecuacién explicita. Parece que el péndulo simple no es tal cosa. Planteemos
de nuevo las ecuaciones de Lagrange para intentar extraer de ellas mas informacion a
través de las integrales primeras.

Tal y como se hizo en el tema anterior, se elige el angulo de oscilacién 6 como coor-
denada generalizada. Las energias cinética y potencial (esta tltima medida con respecto
al punto més bajo de oscilacién) son, en funcién del mismo

1 )
T = 5mz?92, (3.60)
U = mgl(l—cosb), (3.61)
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Figura 3.2: El péndulo simple
de manera que el lagrangiano es

L= le29'2 —mgl(1 — cosB).

La ecuacién del movimiento es por consiguiente:

(3.62)
oL _
9
o0

mi20

= —mglsinf

mi?0 + mglsinf = 0,
6+ % sinf = 0,

que es la ya conocida ecuacién del péndulo.

(3.63)

Dado que el tiempo no aparece en el lagrangiano ni en las ecuaciones de transformacion

de coordenadas, la integral de Jacobi se conserva y coincide con la energia del sistema
[y
E= iml 0% + mgl(1 — cos ).

Supongamos que el péndulo se suelta desde una altura h respecto al nivel de referencia
sistema es toda ella potencial

partiendo del reposo en el instante inicial. En esta situacién, la energia mecanica del

(3.64)
E = mgl(1 — cosby),

donde 0 es el angulo inicial de oscilacién

h
0y = arc cos <1 — l> .

(3.65)
68

(3.66)
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3.4 El péndulo simple

A primera vista, no se puede ir mas alld en el estudio del péndulo simple, pues la
coordenada 6 no es ciclica, por lo que el momento candnico no se conserva. No obstante,
se puede saber un poco maés teniendo en cuenta que la energia mecéanica es constante de
forma analoga a como se hizo en los ejemplos anteriores. La velocidad angular se puede
calcular igualando la energia inicial con la energia en un instante ¢ arbitrario

1 A

iml292 + mgl(1 — cos ) = mgl(1 — cos bp), (3.67)
- do 2g
0= i \/l (cos @ — cos ). (3.68)

Si se separan las partes temporal y angular de la expresién anterior resulta

0 /

do

- / i . (3.69)
0 F(cos — cosby)

Los cosenos del denominador se pueden poner en funcién del dngulo mitad:
0/
cos@ =1 — 2sin? <2> , (3.70)

y se define sin ¢ como se indica debajo.

La expresion (3.69) se convierte en una integral eliptica de primera especie

(3.71)

f = l/g __de
9Jo V/1—Kk2sin?¢
donde
. (O . (¢ A
sin ¢ = sin (2> sin (2) = ksin <2> , (3.72)

De nuevo, la pregunta es si dicha integral tiene solucién.

con k = sin (6y/2).

Supongamos por ultimo que el péndulo describe oscilaciones pequenas. En se caso,
el seno de teta se puede aproximar por dicho dngulo, con lo que la ecuacién (3.63) se
convierte en la ecuacion del movimiento arménico simple

b+ %9 =0, (3.73)

de w = \/g/l y periodo T = 2m+/l/g.
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El dngulo y la velocidad angular (suponiendo que se parte del reposo) son

0(t) = 6pcos(wt) (3.74)
o(t) —fow sin(wt) (3.75)

El lagrangiano del péndulo (3.62) puede escribirse en funcién explicita del tiempo intro-
duciendo las expresiones (3.74) y (3.75) en (3.62), y aproximando 1 — cos @ por §2/2

1 1
L = imlzeng sin?(wt) — mgliﬂg cos?(wt)

= %mgl@% (sin®(wt) — cos?(wt))

1
= —imglﬁg cos?(2wt) (3.76)

3.5. La integral de accidén y el Principio de Hamilton

El estado de un sistema viene dado por el ESPACIO DE CONFIGURACION ( del mismo,
que es por tanto el lugar geométrico de los puntos que describen su evolucién dinamica.
Por simplicidad, supongamos que nuestro sistema viene caracterizado por dos coorde-
nadas generalizadas ¢1(t) y ¢2(t), que definen el espacio de configuracién de la figura
3.3. Supdngase ademds que el sistema se encuentra inicialmente en el punto A y que
evoluciona hasta el punto B. En la figura 3.3 se han representado tres de las posibles
trayectorias que podria seguir el sistema. Pero, ;cudl de ellas es la que realmente sigue
el sistema? ;Qué condiciones debe cumplir? ;Es tnica?

[o}]

Figura 3.3: Espacio de configuracién

Para contestar a las preguntas anteriores se define la INTEGRAL DE ACCION de un
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sistema como el funcional S

S:(—R
{0(t), ()} — L@t a(6),0) (577)

De todas las trayectorias posibles, el sistema evoluciona de tal manera que a lo largo de
ellas la integral de accion presenta un punto critico

dS = 0 = Trayectoria (3.78)

A la expresién (3.78) se le conoce como el Principio de Hamilton ® | que implica el
cumplimiento de las ecuaciones de Lagrange

0 (0L oL

3.6. Las simetrias de la integral de accidén: el teorema de
Noether

Una de las propiedades mas potentes de la integral de accién son sus simetrias. Como
se sabe, un elemento es simétrico cuando es invariante bajo cierta transformacion. Asi,
un cubo o una esfera presentan simetria geométrica mientras las funciones pares tiene
simetria respecto al eje de ordenadas. En el caso de la integral de accién S, las simetrias
vienen dadas por el TEOREMA DE NOETHER *, que dice:

3Hamilton, William Rowan (1805-1865), matemadtico y astrénomo irlandés, conocido sobre todo por sus
trabajos en andlisis de vectores y en éptica. Nacié en Dublin y estudié en el Trinity College. En 1827,
sin haber obtenido su titulo, fue nombrado profesor de astronomia, y al afio siguiente astrénomo real
para Irlanda. Hamilton pasé el resto de su vida trabajando en el Trinity College y en el observatorio
de Dunsink, cerca de Dublin. En el campo de la dindmica, introdujo las funciones de Hamilton, que
expresan la suma de las energias cinética y potencial de un sistema dindmico; son muy importantes
en el desarrollo de la dindmica moderna y para el estudio de la teoria cudntica. Describié una forma
matemadtica de manejar pares de niimeros reales. Esas reglas se usan en la actualidad para operar con
numeros complejos. Més adelante descubrio la clave para operar con ternas o n-uplas de niimeros, en el
caso de n?, que consistia en descartar la propiedad conmutativa de la multiplicacién usual. A los nuevos
objetos que cred les llamé cuaterniones, precursores de lo que ahora son los vectores. Su monumental
obra acerca de este tema, Treatise on Quaternions, fue publicada en 1853.

“Emmy Noether (1882-1935), considerada como la creadora del dlgebra moderna, fue una matemética
alemana de origen judio. Estudié con un permiso especial que no le daba derecho a examinarse en la
Universidad de Erlangen cuando la admisién a las mujeres ain estaba prohibida en dicha institucién,
siendo la Unica alumna entre los cerca de mil estudiantes.

En 1915 fue invitada por David Hilbert (1862-1943) y Felix Klein (1849-1925) a trabajar con ellos
en la universidad de Gottingen, que en aquella época era el principal centro matemaético de Alemania
y probablemente de Europa. Durante este periodo la vida estuvo marcada por una intensa produccién
cientifica que determiné su aportacién a las matemaéticas y a la fisica; en este tiempo colaboré asimismo
en la edicién de la prestigiosa revista Mathematische Annalen.
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Si S es invariante ante la transformacién

4 = q; + €5 (g5, 1) (3.80)
d; = 4 + v (g5, 1) (3.81)
t'=t+ep(gj,t) (3.82)

entonces J = h¢ — > y pj;j es constante del movimiento.

Este teorema se ilustra para el caso en que la coordenada g; sea ciclica y cuando el
tiempo no aparezca explicitamente en el lagrangiano.
En el primer caso, es obvio que

L(qj+¢) =L(g) (3.83)
Verificindose entonces que la integral de accion es efectivamente un invariante
tp tp
S = / L'dt' = / Ldt =8 (3.84)
ta ta

Pues la coordenada ¢; no aparece en el lagrangiano, de manera que la coordenada q} se
puede poner de la forma

=g +e=>v;=1 (3.85)
Siendo 9 =0 para k # jy ¢ =0.

De manera que la constante de Noether es:

J = h0-> pi¢; (3.86)
J

= hW—-(04+0+..40+pj14+0+..40) = —p, (3.87)

Si por el contrario es el tiempo el que no aparece en el lagrangiano se cumple que
L(t+¢) = L(t) (3.88)

Es obvio que la integral de accién es invariante
tp tp
S = / L'dt' = / Ldt =S (3.89)
ta ta

Por lo que el tiempo t' se puede poner en la forma
t=t+e=¢=1 (3.90)

Siendo 9; = 0 para todo j, y J = h, de modo que la constante asociada al teorema de
Noether se reduce a la integral de Jacobi.

A continuacién se exponen algunos ejemplos de aplicacién.

Emmy consiguié demostrar dos teoremas esenciales para la teoria de la relatividad que permitieron
resolver el problema de la conservacion de la energia y realizé estudios fundamentales en axiomatizacién
y el desarrollo de la teoria algebraica de anillos, médulos, ideales, grupos con operadores, etc.
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Ejercicio 3.6. El lagrangiano de un sistema resulta invariante ante un desplazamiento
helicoidal definido mediante la transformacién

Z = z+ €5 (3.91)
s

o = p+e (3.92)

P = p+te (3.93)

t =t (3.94)

determina la constante de movimiento asociada a dicha simetria.

Dado que la integral de accién S es invariante, busquemos el valor de ¥ y ¢

b
Y, = % (395)
Yo = Yp=1 (3.96)
¢ =0 (3.97)

La constante de Noether se puede poner en la forma

J o= he— Y pivy

J=2,0,p
b b
= 0= {pag_+ el +ppl ) = =pag TP +1p (3.98)
Luego la magnitud conservada es
b
—p2=— + py + pp = const (3.99)

21

Ejercicio 3.7. La integral de accién de un sistema con simetria esférica resulta invariante
ante un desplazamiento e a lo largo de la direccion radial. Determina cudl es la magnitud
conservada. ;Y si se conserva con respecto a un giro adicional € del angulo polar, siendo
€ una constante de valor arbitrario?

En el primer caso, la transformacion de las coordenadas es

po= p+e (3.100)
¢ = ¢ (3.101)
¢ = 0 (3.102)
t =t (3.103)
con lo que los coeficientes de la misma son

Yp = 1 (3.104)
Yo = 0 (3.105)
Yy = 0 (3.106)
¢ =0 (3.107)
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Por lo que la magnitud conservada es

J=h¢— > pjhy=h0— (pol +p,0 + pe0) = —p, (3.108)
J=pyp,0

—p, = cte (3.109)

En el segundo caso, la transformacion de las coordenadas es de la forma:

p = p (3.110)
o = o (3.111)
0 = O+e¢ (3.112)
t =t (3.113)
Con lo que

v, = 0 (3.114)
Yo = 0 (3.115)
Yo = k (3.116)
o =0 (3.117)

Por lo que la magnitud conservada es

j=P,‘,079

—pp = cte (3.119)

Ejercicio 3.8. Una masa de masa m se mueve sometida a un potencial que verifica la
relaciéon U(Ar) = A"U(r), donde A es un niimero real y n un entero. Determina el valor
de n para el cual la accién es invariante ante la transformacion:

r = (1+e)r (3.120)
= (14+e)?t (3.121)

Obtén asimismo la correspondiente constante del movimiento.

Escribamos ahora los lagrangianos y las acciones en la situacion inicial (r,t) y después
de hacer la transformacién (r’,¢’) e intentemos relacionarlos:

L=_mi®-U(r) S= [ Ldt (3.122)

L'=-mi?—U@) § = [/ Ldt (3.123)
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Intentemos ahora poner L’ como una funcién de r y t a través de las transformaciones
del enunciado y de la relacién que cumple el potencial

oo dr’ _ (4e) dr 1 .
U= = UreZdt — O+t
U=U)=U((1+¢e)r)=(1+¢)"U(r)
1
L =gm(l+ e) %2 — (1 +&)"U(r). (3.124)
El teorema de Noether se puede aplicar si S = 5’
175] 1
S = / [mf2 - U(r)] dt, (3.125)
ta 2
tp 1
S = / [me2 —(1+ 8)"+2U(r)} dt, (3.126)
ta
lo cual sucede si y sélo si n = —2.

Los parametros de la transformacién realizada son

r=r+er = ip(r,t)=r, (3.127)
t=00+e)t=t+ec(2+e)t = o(r,t)=(2+e)t~2t, (3.128)

pues € << 1, y la cantidad conservada es
J = h¢ — pr = h2t — pr. (3.129)

Al no existir ligaduras, el sistema es holénomo esclerénomo, por lo que la integral de
Jacobi h coincide con la energia del sistema, con lo que la J anterior se puede escribir
como

J =2Et — pr, (3.130)

que tiene unidades de accién (energia por tiempo).

3.7. El método de los multiplicadores de Lagrange

Como se ha visto anteriormente, la Mecanica Analitica permite describir la evolucién
de un sistema sin plantear las ecuaciones de Newton. Sin embargo, en muchos casos
interesa también conocer el valor de las ligaduras del sistema (por ejemplo, la tensién de
una biela para saber si se rompe por fatiga). El METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE
LAGRANGE permite hacer esto sin necesidad de plantear las tediosas Leyes de Newton.
Para una exposicion detallada del método de los multiplicadores de Lagrange, véase, por
ejemplo [11].

El Principio de Hamilton establece que un sistema evoluciona maximizando la integral
de accién (3.77)

ts [OL d (0L
= e dt = 0. 131
5=3 [ (o (55 ) w0 a1
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En los sistemas holénomos, tenemos
0
> Vg + 9 0, (3.132)
- ot

mientras que en los no holénomos es

> aijg; + aiodt = 0. (3.133)
J

Para algunos coeficientes, la expresion superior se simplifica

> aiidg; =0, (3.134)
j

mientras que en otros casos, dicha expresion no vale cero. Para anularla hay que multi-
plicar por ciertos coeficientes \;

)3 aiidg; =0, 1=1,2,...,m. (3.135)
J

Dado que vale cero no cambia el valor de la integral de accién si le anadimos la expresiéon

/b§ Ai(t) E alj6Qj = E :/ b [E )\l(t)alj] dg; =0,

fa 1 j gt L
Z/tb [E )‘l(t)alj] ogjdt = 0. (3.136)
j Jte L

La variacion de la integral de accion es

d (0L
0= Z/ laqj dt(aqj)*ZZ:Al(t)alj] Oqydt (3.137)

Lo cual se puede escribir del siguiente modo

oL
e A( —m+1,.. 3.138
0q; <8qg> Z Wy, k=n=md o, (3.138)

oL

_—— — =1, ...n—m. Nl
9a, <0qj>+z)\l aij, j=1,.,n—m (3.139)

En general

oL
7= E =1,. =1,.. 14
8qj <8q]> N(ag, j= l ) (3.140)

> Nay = Q; (3.141)
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Una vez conocido el valor de los coeficientes \;(t), las fuerzas generalizadas se calculan
haciendo

- ) =L 142
Q; ZM)&I., (3.142)
=1 J
y las fuerzas newtonianas por medio de la expresién (3.143)
Q-—ZF-@ (3.143)
J — laqj’ .

donde el sumatorio en i se extiende sobre todas las particulas del sistema.
Noétese que cuando las coordenadas generalizadas coinciden con las cartesianas, las
fuerzas generalizadas son las newtonianas.

Ejercicio 3.9. ;Cudl es la fuerza de reaccién normal en un plano inclinado « grados
por el que desciende un bloque de de masa m en coordenadas polares?
En coordenadas polares planas (7, ¢) la condicién de ligadura es (ver la figura 3.4):

f=p—a=0. (3.144)

En estas coordenadas, las energias cinética y potencial vienen dadas, respectivamente,
por (3.145) y (3.146).

1
T = gm (7* + r?¢?) (3.145)
U = mgrsing (3.146)
Y el lagrangiano
1
L=T-U= 3 (7* +1?¢%) — mgrsinp (3.147)

El multiplicador de Lagrange correspondiente a la coordenada r vale cero, pues no
aparece en la condicién de ligadura, siendo por ello también nula su fuerza general-
izada asociada.

Figura 3.4: Esquema del problema
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La fuerza generalizada asociada a ¢ es

oL _ 2
2 ey (3.148)
% = —mgr cos e
2. .. of
mreg + lmrro + mgr cos p = )\2% =Ml =0Q, (3.149)

Teniendo en cuenta que el 4ngulo « es constante, la fuerza generalizada Q,, que coincide
con la normal, es

N =mgcos ¢ (3.150)

Ejercicio 3.10. Calcular la tension de la cuerda de longitud [ de un péndulo simple de
masa m en coordenadas polares.

Llamando r a la distancia al origen y ¢ al angulo que forma la cuerda con la vertical,

el lagrangiano y la condicién de ligadura son:
1 2 2.2

L:T—U:§m(r + 1r?$%) + mgr cos ¢, (3.151)

f=r—1i=0. (3.152)

El hecho de que la condicién de ligadura no contenga la coordenada generalizada ¢ hace

que la fuerza generalizada valga cero en esta direccion.
El multiplicador de Lagrange A\ es

0
mit — mr¢? —mgcosp = —mlp? — mgcos p = Ala—f =M1=0Q;. (3.153)
T
La fuerza generalizada a lo largo de la cuerda coincide con su tensién

Q1 = —mly?* — mgcos . (3.154)

Ejercicio 3.11. Calcula las fuerzas de ligadura que actian sobre una particula de masa
m que se mueve sin rozamiento por el interior de un cuenco semiesférico de radio R.

Trabajando en coordenadas esféricas -ver expresiones (3.17), (3.18) y (3.19)-, la lig-
adura es

f=2?4+y*+22—R*’=r—R=0, (3.155)

v las energias cinética y potencial

1 )
T = Sm (ﬂ + 262 12 sin? 9@2) , (3.156)
U = mgz=—mgrcosb, (3.157)
por lo que el lagrangiano es
1 .
L=gm (7'«2 + 7262 + 12 sin® 0gb2) + mgr cos 6. (3.158)

78 Mecanica lagrangiana 0.10.1




3.7 El método de los multiplicadores de Lagrange

El primer coeficiente de lagrange es nulo, pues 6 no aparece en la ecuacién de ligadura:

OL/OO = mr20
OL/00 = mr?sinfcosf — mgrsiné
mR20 — mR?sin 0 cos 4+ mgrsin 0 = Alg‘g =0 (3.159)

Que es una de las ecuaciones dinamicas de movimiento de la particula.

Y el segundo

oL = mr
9L — mr (92+sin29'2) o (7
or @~ ) +mgcos
mit —mr (92 + sin? 9gb2> —mgcosf = )\ggf =M\l = (3.160)
r
Aol =Qy=—-mR (02 + sin? 0gb2> — mgcos ¥t (3.161)

La tnica fuerza existente es la fuerza radial F,.. Utilizando (3.143),

Qy=F,=F- % = —mgcosf —mr (02 + ¢? sin? 0> (3.162)
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4 Potenciales centrales

4.1. Problema de los dos cuerpos

Definimos el CENTRO DE MASAS de un sistema de particulas como:
1 .
- m;r;
M
i

Que en el caso de dos cuerpos se reduce a:

R

7= Tt mers (4.1)
mi + mo

Definimos la MASA REDUCIDA de un sistema de dos cuerpos como:

mims

my + ma

Se puede demostrar que la energia cinética de un sistema de particulas es la correspon-
diente a su centro de masas mas la suma de la correspondiente a cada particula respecto
del centro de masas (ver figura 4.1):

1 1 . 1 . L 1
T = Z imﬁ“? = Z imZ(R + 7;1'*)2 = Z §miR2 + Z m;Ti« B+ Z 577%7‘@2* =
(S —
R.=0
1 . 1 .
por lo que en un sistema de dos particulas tenemos que:
T = §MR + 5 ML + 5 MaT2, (4.2)
—_—— N——
Tem Ty T
Sistema ma/m i
Atomo de hidrégeno (protén-electrén) 1.836  0.99946
Sol-Tierra 3.33-10°  0.999997
Tierra—Luna 81.3 0.9878
Sirio A — Sirio B 2.2 0.69
Deuterén (neutrén-protén) 1.0013  0.50032

Cuadro 4.1: Masas reducidas de algunos sistemas relevantes. [8]
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Figura 4.1: esquema de la geometria del sistema

Podemos utilizar ahora resultados geométricos para conseguir expresar el lagrangiano
del sistema en funcién de s6lo dos vectores de posicién:

L S T+ T =71+ 72 — 2R

R+ =7
R+ 79, =75

Sustituyendo R por su expresién en (4.1):

N R 1 R LS
Tle + Tox = ————[m (P2 — 71) + ma(71 — 72)]
mi + ms
Utilizando ahora que 7 — 5 = 7
m; —ma
7

Fl* + 772* ==
mi + ms

Por tdltimo, aplicamos que 7, — 71, = 7 para despejar 71, ¥ Tox:

- my
T2x = r
M
- ma
Tx = — r
M

Ahora que tenemos la expresion de 75, y 714 en funcién de 7, podemos sustituirla en

(4.2) para expresar la energia cinética como funcién de R y 7

Loz 1 (mma)®sy 1 (me)?p 1 5 1 4

T:§MR +§mlwr +§mlwr :iMR +§MT‘
——

Tem Ty

El lagrangiano del sistema serd entonces:

— —

L=T-U =Tom(R) + Tu(7) — UF) = Loa(R) + Lu(7,7) = L(7, 7, R)

En esta situacion, el lagrangiano del sistema depende explicitamente de seis coorde-
nadas generalizadas (tres por cada vector de posicién).
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4.2 Eleccion de coordenadas generalizadas

Como R no aparece expliticamente en la expresién del lagrangiano, es una coordenada
ciclica y su momento candnico conjugado se conserva:
oL -
Pr= — =2MR = cte (4.3)
OR

Este tltimo resultado implica que, siendo la masa total del sistema M constante, la
velocidad del centro de masas B es constante, es decir, el CM tiene un movimiento
inercial que queda determinado al fijar las condiciones iniciales {é, ﬁ}, por lo que el
problema del movimiento de dos cuerpos se reduce al estudio del lagrangiano asociado

a la masa reducida del sistema, lo que supone una simplificaciéon respecto al problema
inicial, simplificacién que es el objetivo del desarrollo que acabamos de hacer.

4.2. Eleccién de coordenadas generalizadas

Llamamos POTENCIALES CENTRALES a aquellos que dependen exclusivamente de la
distancia al origen de potencial: U = U(r). Los potenciales centrales generan fuerzas
centrales.

Definimos el MOMENTO ANGULAR de una particula respecto de un punto como el
producto vectorial de la distancia a ese punto y su momento lineal:

[

FXp

Figura 4.2: vectores asociados al momento angular

Si consideramos una particula afectada por una fuerza central, derivando con respecto
al tiempo:

[=FXp+Fxp=0
ya que 7 es paralelo a p'y 7 a ﬁ Este resultado implica que el vector [ es constante, y

por lo tanto el movimiento estd confinado en un plano y el sentido de giro no cambia
(ver figura 4.2).
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Al quedar el movimiento confinado en un plano, podemos reducir los tres grados de
libertad que implicaba el lagrangiano asociado a la masa reducida (que de ahora en
adelante denominaremos el lagrangiano del sistema) a dos, siempre y cuando tratemos
con fuerzas centrales. Como coordenadas generalizadas elegimos 7 y ¢, quedando el
lagrangiano:

L= gu(® + %) ~ U(r) (4.4)

Ejemplo 4.1. Dos particulas de masa m, unidas mediante un muelle de constante
elastica k y longitud natural despreciable, giran con velocidad angular constante w con
respecto a un eje vertical que pasa por el centro de masas del sistema. Las particulas se
mueven sobre un plano horizontal sin rozamiento. Determine:
(a) el lagrangiano del sistema y las correspondientes ecuaciones de Lagrange.
(b) la integral de Jacobi.

(a) Utilizamos la ley de Hooke para obtener la expresién de la energia potencial

1
F=—kr = U(r)= /Fdr = Sk U(0)

Si aplicamos la condicién de contorno U(0) = 0:

Teniendo en cuenta que las dos particulas tienen la misma masa m, la masa reducida
del sistema viene dada por:

mimsg m m
a B 2

my + mg 2m

Ya que el sistema se mueve en un plano, elegimos como coordenadas generalizadas las
polares planas, {r, ¢}. El lagrangiano del sistema (4.4) queda como:

m

L
4

1
(% + r2p?) — 5’"2

Dado que ¢ = w se mantiene constante, tomando ¢(0) = 0: p = wt.
Planteamos ahora la ecuacién de Lagrange para r:

d (0L oL m.. m o
cﬁ((??'”>_87“_0 = 5T—<Ewr—kr>—0 =

2
= F+(k—w2>r:0
m

Esta ecuacién diferencial describe tres tipos de movimiento diferentes segin el término
entre paréntesis sea mayor, menor o igual que cero.
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4.3 Simetrias del lagrangiano del sistema

Para el caso en el que es mayor que cero, denotando como 22 a la expresién entre
paréntesis:

P4+ Q% =0
la ecuacién diferencial representa un MAS en la coordenada 7, de solucién:
r(t) = rosen(Qt + @)

El significado fisico es que este sistema de dos particulas es equivalente al de una sola
particula de masa u en el CM del sistema describiendo un MAS.

Para el caso en el que es igual a cero, la expresion de la ecuacion diferencial queda
como:

7 =0
cuya solucién corresponde a un movimiento inercial en la coordenada r:
r(t) = c1 + cat

Para el caso en el que es menor que cero, escribimos la ecuacion diferencial en la forma:
. 2k .
r(w2 r=0 = F-Q0%r=0

que tiene solucién de tipo hiperbdlico:
r(t) = 1o senh(Qt + ¢)

En definitiva, el movimiento de este sistema de dos particulas queda determinado por
el balance entre la energia potencial elastica del muelle y la cinética de rotacién.

(b) Como el lagrangiano del sistema no depende explicitamente del tiempo, la integral
de Jacobi se mantiene constante. Como las ecuaciones de transformacién a coordenadas
generalizadas no dependen explicitamente del tiempo ni la energia potencial de las ve-
locidades generalizadas, la integral de Jacobi es igual a la energia mecénica total (cf.
seccién 3.3. En consecuencia, la integral de Jacobi coincide con la energia mecédnica del
sistema y se mantiene constante a lo largo del tiempo.

1
h:EET+U:%(7'“2+r29b2)+§kr2

4.3. Simetrias del lagrangiano del sistema

4.3.1. Simetria respecto de ¢

Volvamos a la expresién del lagrangiano del sistema (4.4):

1
L= gp(® +7°%) = U(r) = L(r, 7, )
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nos muestra que la coordenada ¢ es ciclica, por lo que el momento canénico conjugado
se mantiene constante a lo largo del tiempo:

oL

P, a—sb:,uch,b:l:cte

Lo que nos permite obtener la expresiéon de ¢ en funcién del tiempo:

o
P(t) = 2 (4.5)

Finalmente, integrando entre tg = 0 y #;:

"

I [f dt
o(t) = o + /0 20 (4.6)

Es importante senalar que esta simetria se da gracias a que el potencial gravitatorio
U (r) es central, de manera que el campo de fuerzas que genera es invariante bajo rotacién.
A modo de ilustracién, imaginemos un potencial dependiente de :

cos? ¢

U=—y .

Sustituimos en (4.4):

cos? ¢

L= l,u(f“Q +1r2p%) + 4
2 T

Como podemos obsevar, la coordenada ¢ si aparece explicitamente en el lagrangiano,
por lo que no es ciclica y su momento canénico conjugado (el momento angular) no se
conserva.

Sin embargo, si que existe simetria temporal, lo que unido a la independencia de la
transformacion de coordenadas del tiempo y de la energia potencial de la velocidad
generalizada, implica que la energia mecdnica se conserva.

4.3.2. Simetria respecto de ¢

Al no ser ni el lagrangiano ni las ecuaciones de transformaciéon de coordenadas funcién
explicita del tiempo, la integral de jacobi, que coincide con energia mecanica del sistema,
se conserva:

1 1 12
h=E=T+U= §u(f2 + 2 + U(r) = 5N,(yﬁ + W) +U(r)

donde hemos sustuido ¢ por su expresién en (4.5). Despejando 7%
dr\? 2 12
2= () =2 (E-U@) -
dt 1 2ur?
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Finalmente, despejando dt e integrando, obtenemos:

/\/ E—U(r MQ)

Ejemplo 4.2. Dos particulas de masas mj y mg se encuentran inicialmente en reposo,
separadas por una distancia rg, y bajo la accién de sus mutuas atracciones gravitatorias.
Determinar el tiempo que tardan en colisionar.

La energia mecanica y el momento angular se mantienen constantes a lo largo del
tiempo, dado que U = U(r):

(4.7)

E=Ey=To+Uy=0-g™m2 _ 7
To 7o

=1y =ropvgsena =0
Planteamos la ecuacién (4.7):

t:i/odr :i(“)lﬂ/o dr _ _ </“”0>1/2/
r0 E(l_L) 2’}/ 70 TO—T 0—7“
w \r

o Tro

Para evaluar la integral, realizamos el cambio de variable r = g sen? u:

7o sen’ u senu
I=2 5 Tosenu cosu du = 2rg senu cosu du =
o(1 — sen 7/2 COSU

1 0
—2r0/ sen udu—2ro< u—sen2u> :—Em
/2 2 4 x/2 2

Sustituimos la integral en la ecuacién anterior, eligiendo el signo para que el tiempo
resulte positivo y por lo tanto con significado fisico:

1/2
f— T (K 732
2 \ 2y 0

Deshaciendo el cambio de variable en v y sustituyendo la expresién de u:

o mims
H my + mg
resulta:
T
‘= 3/2

To
2G(m1 + mg)

Como podemos comprobar, el cuadrado del tiempo que tardan en colisionar las dos
particulas es proporcional al cubo de la distancia inicial que las separan.
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Ejemplo 4.3. En sus Principia Mathematica Philosophiae Naturalis, Isaac Newton pro-
puso y resolvié el siguiente problema: una particula de masa p se mueve en un potencial
central, de modo que el angulo « entre los vectores velocidad y posiciéon es constante.

(a) Probar que el producto vr del médulo de la velocidad por el radio vector se mantiene
constante.

(b) Hallar la energia mecanica total, suponiendo lim,_.., U(r) = 0.
(c) Hallar las funciones r(t), ¢(t) que representan el movimiento.
(a) Como vimos en el apartado 4.3.1, el vector momento angular [ de un cuerpo que

se mueve bajo la accién de un potencial central U(r) se mantiene constante, por lo que
su médulo también:

Il =rpsena = pvrsena = cte
Pero 1 y sen a son constantes, luego:
vr = cte

(b) Despejamos v en la ecuacién anterior:

Sustituimos v en la expresion de la energia mecénica del cuerpo:

1 I
E=T+U=-m’+U(r)=s——>5—+U
+ lal +U(r) 2 pr? sen? a +U(r)

Dada la condicién de contorno U(oo) = 0, la energia mecénica E tiende a cero cuando
nos alejamos mucho del origen de potencial. Por lo tanto, dado que la energia mecénica
se conserva, £ = 0.

(c) Despejamos U(r) en la ecuacién anterior:

l2
Ulr)=———5——5—
(r) 2ur? sen? o

Planteamos la ecuacién (4.7):

dr
252 (cosec? av — 1))

t:i/m \/i(

2

Pero cosec? a — 1 = cotg? v, luego:

T1 d 71
tzﬂ:/ lr::lzﬂtga/ rdr:iﬁtga(ﬁ—r?})
r ! . 2

o Wcotgoz o

donde hemos tomado r; = r como limite superior de integracién.
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Operamos para despejar r2:

21
j:—cotgat:TQ—rg = r2:r8:tﬂt
g oo
B

Tomamos la raiz cuadrada (positiva, ya que representa una distancia) para hallar:

r(t) = \/rgzlzﬁt

Si planteamos ahora la ecuacién (4.6):

= +l/t1dt = oo+ L 1og(r2 + iy
¥ = %o 2o r%iﬂt_(po P &\7o 0

Deshaciendo el cambio de variable, obtenemos finalmente:

- B\ /2
o(t) = o +tga log <1 4 %

4.4. Potencial efectivo

Una vez explotadas tanto las simetrias del lagrangiano respecto de ¢ y t como el hecho
de que el momento angular se mantiene constante, utilizaremos la ecuacién de Lagrange,
al igual que en ejercicio 67.

Aplicamos la ecuacién de Lagrange a (4.4):

. . ou
i — prd? + o = 0 (4.8)

Sustituimos ¢ por su expresién en (4.5). Es importante sefialar que esta sustitucién
es posible debido a que el campo de fuerzas considerado es central.

12 ou

_ - %%
" ur3+8r

Si tenemos en cuenta ahora que:

e _ore
urd  or \ 2ur?

La ecuacién (4.8) se transforma en:

.0 12
it + ar \ 22 +U(r)] =0 (4.9)
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Al término 12 /2ur? se le denomina POTENCIAL CENTRIFUGO, es siempre repulsivo y es
responsable, junto con el término del potencial de interaccién, de la forma que adoptan
las trayectorias planetarias.

A la suma del potencial centrifugo y el potencial de interaccién U(r) se le denomina
POTENCIAL EFECTIVO, U (r), lo que reduce la ecuacién anterior a una expresién muy
compacta:

oU(r)
5 =0 4.10
ur + ar ( )
Cabe destacar la enorme similitud entre esta ecuacién y la conocida mr = —VU (r).

Mientras que la segunda nos indica que un cuerpo sometido a un potencial escalar con-
servativo se acelera en la direccion y sentido de méaxima disminucién de potencial, la
primera nos indica que, en un sistema de dos cuerpos sometidos al mismo potencial, la
aceleracion radial de su masa reducida es la de maxima disminucién radial de su po-
tencial efectivo. Si el sistema de cuerpos no se encuentra en rotacion, I = 0, y las dos
ecuaciones son equivalentes.

Podemos estudiar esta relacién utilizando el concepto de potencial generalizado 2.5,
una funcién G que cumple:

Q=-VG (4.11)
donde Cj es la fuerza neta generalizada. En nuestro caso, G = U.

Ejemplo 4.4. Una particula de masa m se mueve bajo la accion de la fuerza central
F= —41{7"31%’, y cuyo potencial se anula en el origen. Determine:
(a) las condiciones iniciales del movimiento para que la trayectoria sea una circunferencia
de radio R centrada en el origen.
(b) la energia mecanica total y el periodo de dicha érbita.

(a) Estableciendo la condicién de contorno U(0) = 0:

~ l2 l2 l2
= = — F = 4
U(r)=U(r)+ Sur? / (r)dr + S kr® + S
Derivando respecto de 7:
oU 12
= Akerd —
or " s

Para que la trayectoria sea una circunferencia, el radio r de la érbita debe ser constante
e igual a R. Utilizando la ecuacién (4.10):

uf:—ag(T):cte = 8[87(7“)20 = l:2r3\/k,u:2R3\/ku
T r

La velocidad lineal inicial, que seré constante a lo largo de toda la orbita, viene dada
entonces por:

vg =0 = ulR =2R*\/k/
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Luego las condiciones iniciales son 7, = Ry v, = 2R%\/k/ .
(b) La energia mecénica total viene dada por:

1
E = §m}2 + U(R) = 3kR*

El periodo de la érbita es:

_27r 2 T /m

T _ . _r
w wv/R RV Ek

Ejemplo 4.5. Una particula de masa m se mueve en un potencial armoénico U = %er,
describiendo una érbita circular de radio ry. En un instante determinado se produce una
pequena perturbacién en la direccion radial.

(a) Dibuje un diagrama de energia en el que se muestre el potencial efectivo del sistema
y la representacién gréfica del proceso descrito.

(b) Determine el valor de 7y en funcién de m,k y el momento angular [.

(c) Determine la frecuencia angular w de las oscilaciones radiales.

(a)

Esquema de potenciales

0.8 ---- Patencial centrifugo
4 — Potencial de interaccidn

— Potencial efectiva

En el diagrama de la derecha, la érbita circular inicial es la de trazo a rayas, y la de
trazo relleno la que adquiere la particula tras la perturbacién

A pesar de que puede parecer a simple vista que el diagrama de la 6rbita no estd bien
dibujado, no es el caso, pues se puede demostrar que la 6rbita ha de tener forma convexa
(vista desde fuera) en todo momento. Para fundamentacién detallada se puede consultar
[12].

(b) Al igual que en el ejemplo anterior, comenzamos calculando el potencial efectivo
U y su derivada parcial respecto a r:

Como la trayectoria es circular, r = ro = cte y # = 0. Sustituyendo la parcial de U en
(4.10):
12 12

———tkrg=0 = 7rj=—
mrS’ 0 O mk
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Por lo que la coordenada radial inicial es:

[

ro =
mk

(c) La frecuencia angular de las oscilaciones radiales viene dada por la ecuacién

"
oo U"ro) _ pym
m

4.5. Ecuacion de las orbitas de Binet

Ya hemos visto cémo podemos hallar la ecuacion de una trayectoria, pero aplicar estas
ecuaciones implica pasos matematicos, como resolver la integral (4.6) o invertir (4.7),
con una solucién complicada o incluso imposible de obtener por medios analiticos. Por
ello, se hace necesaria una ecuacién que nos permita obtener la trayectoria eludiendo
estos problemas.

Si utilizamos la regla de la cadena 4 — 4 dy,

) dx dy dx*

s d fdry _d fdryde d (drde) dp
Cdt\dt) dp\dt) dt do \dedt) dt

Desde (4.5), ‘Zl—‘tp = ﬁ, luego:

pod (Ldry 1l PP d(ldr
Cdo \wr2de ) pr?  p2r2de \r2 dp
Sustituyendo 7 en (4.10):

=0

ar = a2dy 0

. aU(r) 2 d (1 dr> 2 oU
ur 4+ — =

2dp) s T ar T

Definimos u = 1/r y desarrollamos las derivadas:

Ppd (pdrdu) P 5 0UOu
wo do du dp u ou Or

Pero Or/0u = —u~2, luego:

Dividimos entre u? y agrupamos:
12 (d*u N ou 0
R I i
o\ dp? ou
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Finalmente despejamos para obtener:

R (4.12)

A esta ltima ecuacién se la conoce como ECUACION DE BINET.

Ejemplo 4.6. Determinar el potencial U(r) y la fuerza central derivada F(r) de una
particula de masa p que se mueve siguiendo una curva de Cotes de ecuacién r = sec(ap),
donde a = 4/1 4+ ’;—f
En primer lugar, calculamos la derivada segunda de u respecto de ¢:
d*u d? 9 9

12 = 42 cos(ap) = —a” cos(ayp) = —a‘u

Sustituimos en (4.12), teniendo en cuenta que como U sélo depende de 7, la derivada
parcial se convierte en total:

d 12
—*u+u = —lﬁzd—g = dU = —;(1 —a?)u du

Integramos entre vy u = 0 (r = 00), con la condicién de contorno U(0) = 0:

12 u? 0 12 u?
= (1-a3|=—| ==—(1-adH—
U =~ - || =Ta-ahy
Deshaciendo el cambio de variable:
12 o2k

La fuerza F(r) es entonces:

r 2
F(r)= —agi ) = _lM(l — )3 = 3

Es decir, para que los planetas siguieran orbitas como la espiral de Cotes seria necesario
un potencial proporcional a la inversa de la distancia al cuadrado.

A pesar de lo extrano que puede parecer un potencial de este tipo, se puede demostrar
que un potencial gravitatorio que estuviese compuesto de dos términos de la forma

Ulr)=--—=

r o r2
da lugar a una érbita de ecuacion:

1_ 1+ ecosab
r a(l —e€?)
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que para « # 1 es una elipse con precesion, que explicaria el movimiento de precesion
de la orbita de Mercurio.

Se puede encontrar un estudio pedagdgico de el campo de fuerzas que actia sobre
una particula que describe una orbita de una rosa de cuatro pétalos, donde se ponen de
manifiesto la potencia de las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana para describir la
dindmica del sistema y se ilustra la interpretacion fisica de los diagramas de energia y
mapas de fase en [13].

Ejemplo 4.7. Un cuerpo puntual es lanzado con velocidad v = /2u/3a® perpendic-
ularmente al radio vector y a una distancia a desde le centro de una fuerza atracti-
va F' = p?r~*. Hallar la trayectoria y mostrar que pasa por el origen en un tiempo
T = 31v3d%/(8v/21)

Vamos a seguir dos caminos para intentar resolver este problema. En primer lugar
utilizaremos la ecuacién (4.7) y en segundo lugar la ecuacién de Binet (4.12).

Para poder emplear (4.7) necesitamos la energia E del cuerpo, que como estamos en un
campo conservativo sera constante y la podemos determinar en funcion de las condiciones
iniciales, la energia potencial U(r), que determinaremos a partir de la expresién de la
fuerza F, y el término en [, que determinaremos también por medio de las condiciones
iniciales, ya que [’ es constante (ver seccién 4.2).

Asi que, la energia potencial es, estableciendo la condicién de contorno U(oco) = 0:

U r 12
)=~ [ Py =4
La energia total E sera:

= Eu(vo)+ Ula) = su 2 _ 12 _

21343 7 343
Y el término en %
2 2

l=apvyg = ap z—g = Q/ir? :#

Sustituimos en (4.7):
[ [ V[
T T2

Si hacemos el cambio de variable r = a sen? u:

3a 3a a? [3u sen 4u "
t= 2a sen*u du = — |— —sen2u +
2:“’ w/2 2 8 /2
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Si ahora deshacemos el cambio de variable:

1 r
u = sen —
a—r
sen2u—2senucosu—2\/7 \/ r(a—r)

2
sen 4u = 2sen 2u cos 2u = 4 sen u cos u(cos® u — sen® u) = r(a—r) (1 — r)
a

y aplicamos la regla de Barrow, resulta finalmente:

3a a® r 1
=4,/ =2 B Y S )| _
t HBM 5 [3 <sen 1/ - 2) a2< r1+ 3a)\/r1(a rl)}

De modo que, a pesar de que hemos podido resolver la integral y expresarla en términos
de funciones analiticas, no podemos invertir esta funcién t(r) para obtener r(t), tal y
como senialamos en la seccion 4.5.

Si evaluamos ¢ en r; = 0, podemos comprobar que se cumple:

3r [3ab
8 2,u

t=17=

Como hemos visto que no podemos invertir ¢(r) para solucionar nuestro problema,
probaremos ahora a seguir el segundo camino anunciado, utilizando la ecuacién de Binet:
2 2
d*u woU d*u 3a o

o _ _po o au oa
dp? o 12 Ou dp? tu= 2 ¢

una ecuacién diferencial que tiene como solucién:

2/a 1 50
——— = —sec” —
1—|—cosap a 2

como u = 1/r:

r(p) = g(1 + cos ) = acos? 2
2 2
que es la ecuacién de una cardioide, un caso particular del Caracol de Pascal. Se puede
encontrar mas informacién sobre esta curva en [14] y en [15].
Para calcular el tiempo empleado por el cuerpo en caer, nos valdremos del concepto
de velocidad areolar, cuya definicién podemos encontrar en cualquier libro de Fisica
General, por ejemplo, [16]):

an_ i
dt  2u

Ua:

como | y p son constantes, v, también serd constante:

A T
l Ap
dA:/ dad = 7=——
/o 2 Jo 2
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05 /

-05 \ [ -

/
/
AN

Figura 4.3: cardioide con a=2

donde podemos calcular el area A facilmente a partir de férmulas presentes en alguna
tabla de integrales, como la que podemos encontrar en las ultimas paginas de [17]:

finalmente:

Ap 3w [3a®
T = — = — —_—
21 8\ 2u
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aparezcan los conceptos de manera natural.

= Mejorar la explicacién de la técnica de los multiplicadores de Lagrange aplicada a
la obtencién de las fuerzas de ligadura.

= Reincorporar la segunda parte del ejercicio 3.11 con la solucién corregida. Véase
el changeset 8:b1lcedb9451b0 en el repositorio de hg del documento.

= Relacionar los capitulos entre si, por medio de mas comentarios y referencias
cruzadas.

= Incorporar méas figuras para ilustrar las explicaciones y los ejemplos.

= Repensar el titulo del libro, por el capitulo inicial de mecanica newtoniana.
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Origen y metas del proyecto

En 1999 fundamos el proyecto Alqua con el objetivo de promover la creacién de un
fondo de documentos libres de caracter cientifico que permita a cualquiera aprender con
libertad.

Al constatar la duplicacién de esfuerzos en la preparaciéon de materiales didacticos
para la fisica y con el deseo de compartir nuestros conocimientos, nos inspiramos en
los principios de libertad que rigen el movimiento del software libre para establecer
aquéllos de Alqua. Primero pensamos que lo que escribiésemos deberia poder disfrutarse
sin merma de libertad por las personas interesadas, y mas tarde decidimos organizar
nuestros esfuerzos para ayudar a otras personas que compartian nuestra vision a difundir
sus saberes mediante un esfuerzo cooperativo.

Para hacer efectivos dichos principios decidimos que los documentos publicados deben
ser libres en un sentido amplio: pueden reproducirse y distribuirse (gratuitamente o no,
es irrelevante) pero también pueden modificarse y usarse como base para otros trabajos.
A fin de evitar que estas libertades del lector-autor se restrinjan posteriormente, los
documentos contienen una licencia que explica los derechos que posee y estipula que
nadie que distribuya el documento, modificado o no, puede hacerlo de modo no libre.

Las ventajas de los documentos libres

Actualmente es ilegal compartir o modificar la mayoria del conocimiento cientifico
en fuentes impresas, que suelen ser inaccesibles para la mayoria de los estudiantes y
bibliotecas del mundo en virtud de su precio y se actualizan con poca frecuencia debido
a su sistema de distribucién tradicional.

En este contexto los documentos libres presentan ciertas ventajas.

Por una parte, en algunas disciplinas los documentos libres permiten facilitar el es-
tablecimiento de un sistema de mérito reduciendo las barreras de precio y disponibilidad.
El modelo de desarrollo libre para la ciencia se apoya sobre las libertades de distribucién
y modificacién. Estas se ven favorecidas por el medio digital, asi como por la concepcion
del conocimiento como un patrimonio comunitario. Todo lo anterior permite reducir el
coste del documento a una cantidad marginal y anima a que lo mejor se combine con lo
mejor para producir un resultado excelente a la vez que actualizado.

Por otra parte, en casos donde la evaluacion del mérito es mas subjetiva, los documen-
tos libres pueden aportar una base sobre la que elaborar con un menor esfuerzo diferentes
perspectivas doctrinales o estéticas, mutaciones, iteraciones y apuestas que incentivan la
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creacién como un aspecto mas del disfrute de la obra.

En suma, los documentos libres fomentan un acceso a la cultura mas justo y com-
pleto. Para algunos dominios del conocimiento cientifico el proceso de desarrollo libre
facilita la recombinacion, lo que permite la produccion de obras muy sofisticadas y com-
pletas mientras que en otros ambitos facilita la difusion de perspectivas plurales y la
experimentacién creativa.

Una nueva dinamica de creacidon y aprendizaje

Algunas personas que hemos conocido estan interesadas por este modelo de colabo-
racion, pero se preguntan qué clase de control tienen sobre sus documentos libres. La
respuesta es sencilla: la licencia esta disenada de modo que a cada cual se le atribuya
aquello de lo que es responsable y nada mas. Para ello, se incluye en el documento una
seccion en la que se explica quién hizo qué y cuando lo hizo.

Uno de los efectos més interesantes de introducir los documentos libres en el aula es
que difuminan la frontera entre quien aprende y quien ensenia. Los documentos libres son
un puente para establecer contacto con una comunidad de interés mucho maés vasta que la
del centro educativo, permitiendo el aprendizaje continuo y fomentando una experiencia
plural y transformadora: el criterio para participar en un documento es, solamente,
hacerlo bien.

Un autor puede pensar que distribuir su documento bajo un copyright que restringe
la libertad de copia es mds rentable que otorgar mayores libertades. Esto no es necesari-
amente asi, por varias razones.

En primer lugar, libre no quiere decir gratuito. Una editorial puede publicar un doc-
umento libre obteniendo beneficio de ello. De hecho, es una buena idea hacerlo dado lo
agradable que resulta manejar un libro bien encuadernado. También los autores pueden
aceptar una compensacion de los lectores por su trabajo en un determinado documento.

En segundo lugar, la mayor parte de los autores son primeramente lectores. Cabe esper-
ar, pues, que para la mayoria el enorme ahorro derivado del acceso a muchos documentos
libres supere holgadamente el beneficio econémico obtenido de unos pocos documentos
no libres. La experiencia del software libre lo avala.

Finalmente, no se puede poner precio al beneficio social derivado de la existencia de
documentos libres. Gracias a los derechos que uno posee sobre un documento libre puede
adaptarlo para un curso académico eliminando lo que no es pertinente o es demasiado
avanzado y complementando el tema con nuevas aportaciones, desde ejercicios o diagra-
mas hasta apartados enteros.

Pensamos que las universidades u otras instituciones educativas podrian cumplir mejor
su funcién social poniendo a disposicién de la sociedad que las financia, en condiciones
de libertad, su patrimonio mas importante: el conocimiento.

El modelo de cooperacién que proponemos (que anima al trabajo en equipo aunque no
lo impone) permite abrir todas estas perspectivas y algunas méas. Alqua intenta ofrecer
los medios para esta tarea y relacionar, a través de los documentos libres, a los que tienen
saberes que comunicar y a los que sienten curiosidad por dichos saberes.
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Conclusion

Alqua tiene una tarea muy ilusionante y tan ambiciosa que sélo es factible en comu-
nidad. Por ello, pedimos a las personas que forman parte de instituciones o empresas
que colaboren con Alqua para que éstas apoyen econdémicamente el proyecto o patroci-
nen ediciones impresas y donaciones a las bibliotecas publicas. Ciertamente, los medios
materiales son necesarios, pero inutiles si, a nivel particular, no contamos con tu par-
ticipacién como individuo, aprendiendo y ensenando, para que los documentos libres en
marcha y otros nuevos alcancen los altos niveles de calidad a los que aspiramos.

Te invitamos a construir un patrimonio cientifico que nos pertenezca a todos.

© Alvaro Tejero Cantero y Pablo Ruiz Muzquiz, 2003.

Este Manifiesto de Alqua estd bajo una licencia atribucion-sin derivados de Creative
Commons. Para ver una copia de esta licencia escriba una carta a Creative Com-
mons, 171 Second Street, Suite 300, San Francisco, California 94105, USA o visite
http://creativecommons.org/licenses/by_nd/3.0/es/legalcode.es

Versién 2.0, marzo de 2003 - http://alqua.org/alqua/manifesto-es.html
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El proyecto libros abiertos de Alqua

El texto que sigue es una explicacién de qué es y cédmo se utiliza un libro abierto
y contiene algunas recomendaciones sobre céomo crear un libro abierto a partir de un
documento de Alqua. Si estas leyendo estas paginas como anexo a otro documento, éste
es casi con seguridad un documento libre de Alqua; libre en el sentido descrito en el
manifiesto de Alqua y las directrices para documentos libres de Alqua. Si has obtenido
dicho documento en un centro ptublico, como una biblioteca, entonces es ademas un libro
abierto de Alqua.)

Qué son los libros abiertos

Los libros abiertos son ediciones impresas de los documentos libres de Alqua que
se pueden obtener en las bibliotecas u otros centros publicos. La particularidad de los
libros abiertos no reside en qué contienen (el contenido es el mismo que el de los libros
descargados de la red) sino en cdmo pueden utilizarse.

Al igual que los usuarios de Alqua a través de la red forman una comunidad de
interés que aprende colectivamente leyendo los documentos, discutiendo sobre ellos y
modificindolos para adaptarlos a propoésitos muy variados, los lectores de una bibliote-
ca constituyen también una comunidad. El ciclo de vida de un documento libre es de
constante realimentacién: las nuevas versiones son leidas, corregidas o quizéd bifurcadas,
lo que conduce a la publicacién de nuevas versiones listas a su vez para un nuevo ciclo
del proceso. ;Por qué no abrir esa dindmica a la participacién de comunidades que no se
articulan en torno a la red?. No todos disponen del tiempo o los medios para participar
efectivamente en el proceso de mejora de los documentos a través de la red, que es la
aportacién diferencial mas importante de los libros libres respecto a los no libres. Por ello
queremos poner a disposicion de las bibliotecas libros abiertos que faciliten lo siguiente:

= El acceso de personas sin recursos informéticos al conocimiento que su estudio
proporciona.

= La posibilidad de contribuir a la mejora de dichos documentos por parte de la
amplisima comunidad de lectores de las bibliotecas, sin otro medio que un lapiz o
una pluma.

= La formacién de grupos de interés locales: compartir a través de un documento

libre puede compartir su proceso de aprendizaje con personas interesadas por temas
afines.
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= La constitucién, hasta en los centros que cuentan con una financiacién més débil, de
un fondo de documentos libres que cubra areas del conocimiento que su presupuesto
no permite afrontar.

iComo puedo contribuir a los libros abiertos?

Sélo tienes que utilizarlos como si fuesen tuyos, pero recordando que compartes tu
experiencia de aprendizaje con otras personas.

Por ejemplo, contrariamente a lo que harias con cualquier otro libro de la biblioteca
puedes escribir en los margenes de los libros abiertos tus propios comentarios: correc-
ciones, aclaraciones, bibliografia relacionada... Intenta hacerlo ordenadamente, de modo
que no interrumpa la lectura.

Si quieres compartir algin razonamiento mas largo, puedes utilizar tus propias hojas
e incorporarlas al final del documento, poniendo una nota donde corresponda. En este
caso, no olvides firmar tu contribucién con un nombre o seudénimo y, opcionalmente,
una direccién de correo electrénico u otra forma de contacto.

Cualquiera que pueda participar a través de la red puede incorporar tus contribu-
ciones a la version que se distribuye en linea, con la ayuda de la comunidad de Alqua.
De esta manera abrimos el mecanismo de colaboracion a los lectores que no estan acos-
tumbrados al ordenador o prefieren no usarlo. La firma permite atribuir la autoria en
el caso de que los cambios se incorporen y establecer contacto al respecto. Damos por
hecho que al escribir tus aportaciones en un libro abierto estds de acuerdo con que sean
libremente utilizadas (en el sentido descrito en las directrices para documentos libres ya
mencionadas) y por lo tanto incorporadas a las sucesivas versiones digitales.

Los libros abiertos pueden ser editados de modo que se puedan separar sus hojas
porque no hay inconveniente en que éstas sean fotocopiadas: no tenemos que usar la
encuadernacién como un modo de evitar la reproduccién, puesto que no sélo no la pro-
hibimos sino que animamos a ella. Por tanto, una vez que obtengas un ejemplar en
préstamo puedes llevar contigo sélo la parte que estés utilizando.

Como lector, tu ayuda es necesaria no sélo para mejorar los documentos, sino para
que existan: hace falta imprimir, encuadernar y donar a una biblioteca un documento
libre de Alqua para que se convierta en un libro abierto.

Quienes tengan acceso a una impresora pueden ayudar a que los libros abiertos per-
duren en la biblioteca sustituyendo las partes deterioradas por el uso y actualizando
periédicamente el documento impreso. Para facilitar la tarea a continuacién proponemos
un sistema de encuadernacién modular.

i Como puedo publicar un libro abierto?

Los pasos para publicar un libro abierto son los siguientes:

1. Imprimir la versién més actualizada del documento tal cual se distribuye en la
pagina web de Alqua, alqua.org
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2. Conseguir una encuadernacién modular — sugerimos un archivador de anillas con
una ventana o de portada transparente. Ello permite llevar consigo sélo la parte
del libro que se estd usando y anadir hojas con nuevas contribuciones.

3. Encuadernar el libro y situar el titulo, el autor y la clasificacién decimal universal
en su lomo y tapas.

4. Si puedes, adjuntar al archivador una copia del CD-ROM de documentos libres de
Alqua.

5. Donarlo a la biblioteca y comunicar a Alqua la edicién, escribiendo a librosabier-
tos@alqua.org.

Se trata de un proceso sencillo al alcance tanto de particulares como de bibliotecas y
otras instituciones, con un coste marginal que no se vera significativamente incrementado
por la conservacién y actualizacién puesto que se puede mantener la encuadernacién y
sustituir solamente las paginas impresas.

En conclusion

El proyecto libros abiertos, consecuencia de los principios establecidos en el manifiesto
de Alqua, persigue dotar a las bibliotecas de un fondo amplio y asequible de documentos
libres y a la vez facilitar la participaciéon de los usuarios en el proceso creativo del que
son fruto.

Tu ayuda es esencial para que el proyecto alcance estos objetivos.

© Alvaro Tejero Cantero, 2003.

Esta descripcién del proyecto Libros Abiertos esta bajo una licencia atribucidn-sin deriva-
dos de Creative Commons. Para ver una copia de esta licencia escriba una carta a Cre-
ative Commons, 171 Second Street, Suite 300, San Francisco, California 94105, USA o
visite http://creativecommons.org/licenses/by_nd/3.0/es/legalcode.es.

Versién 1.0, 2003 - http://alqua.org/alqua/open_books-es.html
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Mecanica lagrangiana
Teoria y practica

Alvaro Hacar Gonzélez, Fabio Revuelta Pena, Israel Saeta Pérez, Pablo M.
Garcia Corzo y Enrique Macid Barber

Una introduccién a la mecanica lagrangiana y su aplicacion en el
estudio de potenciales centrales. Contiene ejercicios resueltos.

requisitos

Conocimientos basicos de Célculo diferencial y vectorial de primero de
carrera.

en internet http://alqua.org/libredoc/LAG

otros documentos libres

Variedades, tensores y fisica - ()ptica electromagnética - Ecuaciones
diferenciales ordinarias - Introduccién a la fisica cudntica, segunda
parte - Redes y sistemas - Sistemas Operativos - Geometria simpléc-
tica - Fisica del laser - Phystones.

http://alqua.org/libredoc/
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