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Sobre el desarrollo de una mecanica constructivista

El arte de la fisica consiste en levantarle las faldas a la naturaleza para descubrir sus
secretos més intimos y dibujarlos con el mas exquisito de los piceles, la matemaética.

En ese romantico afan de descubrimiento cobra un papel trascendente la comprension
de la légica del mundo y su armonia, y el tinico camino que nos puede llevar en esa
direccién es la generalizacién de la fenomenologia y su descripcién con las leyes més
sencillas y precisas posibles.

En un primer vistazo al temario de esta asignatura, uno puede quedarse con la impre-
sién de estar frente a tres bloques de materia que abarcan fenomenologias aparentemente
desconexas e incluso lejanas.

Giambattista Vico, considerado el primer constructivista, no duda en comenzar sus
razonamientos con la consideracion de que el hombre sélo puede conocer lo que él mismo
crea. Desde el constructivismo sistémico se llega a negar la existencia de una realidad
objetiva, lo que podria parecer una negligencia contra el espiritu cientifico. Sin embargo,
lejos de ese absurdo, el constructivismo da al fisico el papel de creador del universo y
eleva la ciencia a la altura del arte sin perder un apice de su validez.

Jean Piaget describe el desarrollo genético de la inteligencia como una camino evolutivo
en el que la retroalimentacion cobra un protagonismo incontestable. Para el bebé que
comienza su camino, la realidad es sélo la impresién inmediata de sus sentidos y el
universo no tiene sentido objetivo alguno. Cuando una pelota cae y abandona su campo
visual, ésta deja sencillamente de existir.

El bebé posee un universo meramente fenomenolégico, las cosas suceden porque si y
no es capaz de predecir sucesos que no haya vivido anteriormente.

Un inmediato primer proceso de comparacion y distincién le permitird construir una
primitiva abstraccion empirica que forjara los cimientos de su universo. Con esa cons-
truccién logrard predecir que al bajar la vista hacia el lugar donde la pelota dejé de
existir, ésta volvera a materializarse. Construye un universo en el que los objetos no
dejan de existir sino que se desplazan de un lugar a otro y es posible encontrarlos de
nuevo.

La corroboracién de sus predicciones le hace sentir que su modelo de universo funcio-
na bastante bien y llegard a considerarlo como una realidad objetiva. Sin embargo, el
universo nunca llega a serlo. El universo es sélo una construccion abstracta que él mismo
ha creado con el mismo valor objetivo en si mismo que el pais de las maravillas imagina-
do por Carroll. El tnico valor anadido propio de la ciencia estd en la retroalimentacion
experimental y la correccién honesta del modelo para una predicciéon acertada.

Estudiar, por tanto, la mecanica como si se tratara de un extenso diccionario feno-
menolégico serfa un tremendo error, pues equivaldria a conformarnos con la primera
experiencia del nifio y no evolucionar en absoluto hacia la ciencia. Podriamos estudiar
de este modo el universo con una objetividad ciega, pero no avanzariamos en nuestra
capacidad de prediccién mas alla de nuestra mds inmediata experiencia.

Si, sin embargo, nos dejamos llevar por el espiritu creativo y contemplamos el universo
como nuestra propia obra, considerando la ciencia como un verdadero arte es cuando
seremos capaces de dejarnos llevar hacia la abstraccién mas profunda de la mano de la
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matematica y eso nos permitird abanzar por caminos tan fantasticos como el electro-
magnetismo, la cosmologia, la mecanica cuantica...

No obstante, ha de quedar bien claro que no se trata en ningtin momento de caer en
la especulacion vacia y toda construccion debe ser corroborada por la experiencia en el
laboratorio.

Asi, aunque el universo construido no es objetivo en absoluto, si que debe ser coherente
con los sentidos, que es la mayor objetividad con que contamos, y en esa retroalimenta-
cién desde la matematica hacia el laboratorio es donde reside su valor.

[

Laboratorio Sintetizacion

=

Construccian Abstracta:
UMNIVERSO

Comparmcin Aceptar estos valores filoséficos debe ayu-
< darnos a definir un esquema légico a seguir
Drstineien en el desarrollo de este curso de mecdni-
ca. Comenzaremos jugando en el laborato-
rio para poder observar la fenomenologia y
sintetizarla en un proceso de comparacion y

distincién.

De la fenomenologia debemos ser capaces de construir nuestro universo abstracto y de
los formalismos matematicos predecir nuevas fenomenologias. Las nuevas fenomenolo-
gias debemos ponerlas a prueba en experimentos preferiblemente de laboratorio aunque
en muchas ocasiones no vaya a ser posible mas que plantearlos mentalmente. Sin em-
bargo, aun tratdndose de experimentos mentales, podemos tratar de corroborarlos para
retroalimentar con los resultados obtenidos nuestro universo enriqueciéndolo y limando
asperezas.
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Enlace con Mecanica y Ondas |

A lo largo de la asignatura de mecénica y ondas I se lleva a cabo un proceso de
generalizacion de formalismos. Se trata de adquirir una serie de métodos sisteméticos
para tratar problemas de dindamica de una forma generalizada.

Partiremos de un formalismo Newtoniano que nos debiera resultar ya familiar.

Z F =ma

En un primer paso de abstraccién, trataremos de acercarnos a la mecanica lagrangiana.
Ya no necesitaremos imaginar los resultados de un problema previamente a resolverlo,
sino que planteando los elementos que conformen nuestro universo sabremos llegar sis-
tematicamente a la descripcion matemaética de la evolucién del sistema.

La gracia de la mecanica lagrangiana es que no necesitamos acudir a nuestra intuicién
formada de la experiencia directa para imaginar las fuerzas que intervienen en la dindmica
de nuestro sistema.

Sélo tenemos que describir la topologia del problema en términos de transformaciones
de coordenadas y ligaduras, y todo lo demds aparecera cuando apliquemos nuestros
conjuros matemaéagicos.

Mediante un proceso de abstraccién y subjetivizacién del universo somos capaces de
resolver cuestiones a las que nuestra experiencia sensorial objetiva no ha accedido nunca
e incluso quizé nunca pueda acceder.

Esos elementos que conforman el universo y que tendremos que aprender a identificar
y caracterizar son:

Ligaduras Su andilis nos dard informacién sobre los grados de libertad que debemos
manejar y por tanto el nimero de coordenadas generalizadas.

Ecuaciones de transformacion Que transformen las coordenadas cartesianas que nos
resultan las méas naturales en una primera aproximacién en unas generalizadas
quizd menos intuitivas pero que sin duda la naturaleza parece preferir.

Potencial Los potenciales serdn las tdltimas piezas que conformen nuestro puzzle diné-
mico describiendo una topologia abstracta en términos de energias al espacio de
configuraciones.

Con esos elementos llegamos a describir una funciéon Lagrangiana que no sabemos
explicar muy bien pero entendemos como una especie de balance de energias

L(q,q,t) =T -U=To+T1 +Ty — Uy — Gy



Hamiltoniana
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De uno de los términos en ese balance de energias, concretamente 75 obteniamos unas
relacciones matematicas muy elegantes que nos ayudaban a desacoplar los diferentes
grados de libertad de un sistema:

i (2 2) (1)

Con ello fuimos capaces de entender cémo la naturaleza ve la mecénica y encontrar la
expresion mas sencilla y elegante posible de la fenomenologia.

Posteriormente entramos a formular la mecdnica con otra funcién que llamamos Ha-
miltoniana

H =H(p,q,t)

Dejamos de describir nuestro universo en funcién de posiciones y velocidades para
hacerlo en funcién de posiciones y momentos.

oL
p= a4
Al hacerlo asi pudimos integrar la inercia del sistema de una forma natural en la
descripcién dinamica.
Ademsds, este Hamiltoniano, bajo ciertas condiciones, coincide exactamente con la
energia total del sistema, que es una integral primera , una invariante, y un concepto
que ya creemos tener mas asimilado y nos resulta mas conocido.

H=) pi—L~=E

En todo este proceso de generalizacion hemos ido construyendo simplificaciones y
describiendo el universo con diferentes sistemas matematicos con la idea de simplificar
la naturaleza generalizando conceptos.

Llegamos a los limites de nuestro viaje de generalizacién cuando nos adentramos en la
mecéanica relativista redefiniendo la propia geometria del espacio-tiempo completamente
fuera del alcance de nuestra experiencia diaria.

Sin embargo, hasta ahora hemos ido generalizando la geometria del espacio y del
tiempo, la dindmica que acontece al mover algo, pero no hemos entrado a describir la
geometria de ese algo y generalizarlo. De hecho, apenas hemos utilizado otra cosa que
no fueran masas puntuales. Pinchamos la la pelota para no tener que distinguir si era
de rugby o de baloncesto. Para nosotros era sé6lo un punto matemaético con una cualidad
que llamamos masa.

A lo largo de este curso nos vamos a meter dentro de las masas puntuales, vamos a
darles forma y a describirlas generalizando sus propiedades y utilizando las generaliza-
ciones que ya hemos desarrollado. Esto nos llevara a encontrarnos con pelotas de rugby,
monedas, peonzas, vasos de cerveza, rios, redes cristalinas, e incluso mares.

4 Mecénica lagrangiana 0.8.0




Parte |.

Sélido Rigido






1. Fenomenologia

Queremos hacer fisica, estudiar el comportamiento de la naturaleza. Empezar esta
empresa proponiendo sistemas de coordenadas o describiendo objetos mediante funcio-
nes de punto e integrales que aceptamos como verdades de fe seria poco menos que
una aberracién. Lo primero que hay que hacer es observar la naturaleza para tratar de
acercarnos a esa utépica objetividad cientifica. Hoy los fisicos tendemos demasiado en
muchas ocasiones a aceptar nuestras etéreas construcciones matematicas como realidades
objetivas y a los resultados algebraicos casi como verdades de fe. ;Qué nos dirfa Galileo
si levantara la cabeza?

En ramas de la fisica como la mecanica cudntica, por nombrar el caso méas sangrante,
es dificil acudir con frecuencia al hecho experimental, a la verdad objetiva, por lo que
debemos construirnos un universo extremadamente complejo y oscuro con la esperanza
de llegar a un lugar en el que seamos capaces de pararnos, abrir los ojos y comprobar con
un experimento que la matematica sigue dando buenos resultados y que nuestro modelo
funciona.

Sin embargo, en un tema tan sumamente palpable y accesible como es el que nos
disponemos a afrontar no hay excusa posible para no agarrar un sélido rigido y jugar
con él.

Es importante insistir en algo que podria parecer tan obvio desde el punto de vista
del método cientifico porque en muchos cursos de dindmica del sélido rigido no se toca
un sélo soélido rigido y muchos alumnos estudian el comportamiento de un giroscopio sin
haber tocado nunca uno, sin haber sentido o visto las sorprendentes fuerzas que actiian
en su movimiento y que sin duda fascinan a nuestros sentidos la primera vez que las
experimentamos.

En unos apuntes escritos no se pueden hacer experiencias de catedra. Aunque quizé lo
mas conveniente seria poder regalar un giroscopio a cada uno que se dispusiera a estudiar
este temario, no esta dentro de nuestras posibilidades, por lo que trataremos de hacer un
esfuerzo para transmitir las inquietudes que deben llevar al fisico a estudiar la dindmica
del sélido rigido describiendo lo mejor posible varias experiencias y tratando de animar
al lector a jugar con todo lo descrito con sus propios medios.

Trataremos de demostrar que el sélido rigido merece toda la atencién que en apartados
posteriores le dedicaremos.

1.1. Péndulo simple Vs. Péndulo fisico

A lo largo del curso de mecdnica y ondas I y en cualquiera de fisica elemental el
péndulo es uno de los primeros juguetes con que se encuentra el estudiante.



1. Fenomenologia

L L fLz

‘('--GM

O M :

it
Figura 1.1.: Péndulos matemdtico vy fisico

En primer lugar se estudia el péndulo matematico, esto es, una masa puntual pendiente
de una ligadura (un hilo sin masa).

xr= —Lsing }_){ T = —L‘qz.ﬁcosgzb

y= —Lcos¢ y= L¢sing (L.1)

1 1 . 1 .
T :§m5v2 + % = §mL2¢2 (sin? ¢ + cos® ¢) = 5mL2¢2
U =mgh = mgL (1 — cos ¢)

L :%mﬁqs? —mgL (1 — cos ¢) (1.2)
-
gg =—mgLsing ~ —mgL¢
j—t (gg) - gg =0 —mL*¢ +mgLe =0 (1.3)

Suponiendo soluciones arménicas del tipo ¢ = A cos (wt + 0)

— mL*w? A cos (wt + 6) + mgLA cos (wt + 0)

—Lw2+g:O—>w2:% (1.4)
Aprendemos que este sistema oscila en torno a un punto de equilibrio y que tiene una
frecuencia que no depende de la amplitud con que lo hayamos puesto a oscilar ni de la
masa que tenga,! sino exclusivamente de la gravedad y de la longitud del hilo. Ese es un

1En aproximacién para oscilaciones pequenas
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1.2. Cilindro que rueda

detalle que pudo sorprender a nuestra experiencia en su momento.

Veamos qué sucede si en lugar de un péndulo matemaético nos encontramos con algo
mas realista, un péndulo fisico. Ya no es una masa puntual pendiente de un hilo sin masa
sino un sélido rigido con un punto fijo que se mueve en el plano.

1 . . 1.
T/ :§m (x2 + yQ) + 5[(]52

1

L = (mL*+1) $* — mgL (1 — cos ¢)

doL oL

[\

iog 96
— (mL2+I)w2+mgL:0
2 mgL

_ 1.
mL?2 41 (1.5)

También oscila, y la frecuencia de sus oscilaciones tampoco depende de la amplitud
con que activemos su movimiento, pero ahora si que esta en las ecuaciones la masa y ese
nuevo término que es el momento de inercia.

El momento de inercia tiene que ver con la geometria del cuerpo, pues ha aparecido al
darle forma a la masa puntual. Mas adelante, al estudiar en detalle el momento de inercia,
veremos que en realidad la masa continia sin figurar en la expresién de la frecuencia del
péndulo, ya que hay una dependencia implicita en el momento de inercia.

1.2. Cilindro que rueda

Otro de los problemas con los que nos aburrieron hasta la saciedad durante los primeros
cursos de fisica es el del plano inclinado.

i Por qué péndulos y planos inclinados? La respuesta es histérica y viene de Galileo.
Queria estudiar la caida de los cuerpos pero sucedia demasiado rapido para medirlo con
precisién. Galileo traté de buscar la forma de “hacer caer més despacio los cuerpos”.

Hay otro paralelismo interesante (que Galileo no creo que advirtiera) entre estos dos
sistemas. Para verlos, basta plantearse sendos problemas en coordenadas polares planas
y ver qué sucede con las coordenadas radial y angular.

En este caso sucedia algo similar que con el péndulo al plantear la diferencia entre el
movimiento del mévil que se desliza y el del que rueda sin deslizar:

http://alqua.org/documents/LAG 9
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Tesliza = o me
T _ 2 Tw? 9 1 9 1 2
meda—zmx —|—2w_2m +§T—2x—§ +T—2 z
T
sin o
.9 xr
Edesliza = 2mx +mgsina
doL 0L g g
[ —_— = O —_— pr— O % T pr—
dt 0r Oz v sin o v sin o
1 9 T
EruedaZQ m+ < | gsina

_}d@ﬁ oL 0 +I . mg 0 i m g
—_—_ = m+ — | & — = i =
dt 0r Oz r2 sin o m + Tizsina

(1.6)

Vemos de un primer plumazo que la aceleracién es igualmente constante pero cuanti-
tativamente menor en el caso del cilindro que rueda. Al pensar en términos de energia,
no toda la energia potencial es invertida en acelerar el centro de masas del sistema sino
que una parte importante es destinada a hacer girar el cilindro, dirigiéndose hacia un
término que involucra al momento de inercia y al radio del cilindro.

Es interesante pensar que cuando el momento de inercia toma la expresién I = mr?

desaparece de la aceleracion la dependencia explicita con la masa al igual que sucedia
con una masa puntual que se desliza por el plano, salvo que aparece un término % Parece
que este sistema es el mas justo e imparcial, pues la energia es repartida a partes iguales
entre rotacién y traslacién.

1.3. Disco de Maxwell

disco de Maxwell El caso del disco de Maxwell es el limite del caso del cilindro que rueda sin deslizar
cuando el plano inclinado se pone vertical.

La diferencia entre dejar caer el disco de Maxwell contra la gravedad o desenrollandose
como un yo-yo es més que evidente para nuestra experiencia.
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1.4. La tierra y la luna

1 1 11 1 I
— 2 2 _ 2 2 _ .2
T—§m$ +§Iw—§mx +2ﬂx—2<m+ﬂ>x
U=Uy—mgz
1 I\ .
L=T-— =3 m+ — | % — Up + mgx
doL oL 0 n 0
T a. o — m T mqg = T =
dt 9i Oz r2 g mt LY
.
T =at= gt
m+1§2
]-..2 1 m 2
r=—-xt° = = gt
T
2 2m+ (1.7)

Introduciendo este resultado en la expresiéon del lagrangiano podemos hacernos una
idea de como evoluciona el balance energético:

T (1.8)

Veamos graficamente cémo evolucionan las energias cinéticas de rotacién y traslacién
y la energia potencial del sistema en el tiempo. Para la representacion cualitativa hemos
igualado a 1 todas las constantes salvo el momento de inercia, que hemos igualado a 2
para evitar que se solapasen las curvas de energia cinética de rotacién y traslacion.

La pérdida de energia potencial no se va directamente a incrementar la energia cinética
de traslacion sino que se reparte entre ambas y por eso cae mas despacio en la practica.

1.4. La tierray la luna

Ya hemos estudiado las érbitas de un punto material en torno a un potencial radial y
hemos comprendido cémo casar esto con las leyes de la inercia de Newton. Ya tenemos
una idea intuitiva més o menos clara de por qué el mévil abandona su trayectoria rec-
tilinea y uniforme para reemplazarla por una eliptica en torno a un objeto que esta en
uno de sus focos.

Sin embargo, no nos es ajeno que el movimiento de la luna en torno a la tierra
o el de la tierra en torno al sol no se quedan ahi, sino que hay también un movimiento
de rotacion e incluso uno mas sutil de precesién que no debieran romper con las leyes de
la inercia pero puede que no tengamos tan claro que esto no ocurra asi.

http://alqua.org/documents/LAG 11
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Evolucidn energética de un disco de Haxwell

I I I Traslaccién ——
1.4 Rotacion ——
Energia cinética ——
Energia Potencial ——
Energia Total
1.2 - b
1
m
8.8 b
[
]
c
[}
8.6 q
8.4 - b
8.2 - q
a 1 1 1
a 8.5 1 1.5 2

Tienpo

Figura 1.2.: Evolucidn energética del disco de Maxwell

1.5. El carrete travieso

Imaginemos que un carrete de hilo se nos cae debajo de la cama] ]. Tenemos en
nuestra mano el extremo del hilo pero no llegamos a coger el carrete con la mano. ;Cémo
tirar del hilo para que el carrete venga hacia nosotros y no se desenrolle?

Sucede algo bastante asombroso en este sistema. Si tiramos del hilo poniendo éste en
posicién horizontal, traeremos hacia nosotros el carrete?. Sin embargo, al tirar de él con
un angulo grande éste se desenrollara alejandose de nosotros.

Figura 1.3.: Tirando del hilo

En este caso se pone explicitamente de manifiesto la lucha entre las fuerzas de tras-
lacién y las de rotacién (los momentos). Es més, una misma fuerza es la que reparte su
accion sobre el sistema entre una rotacién y una traslacién completamente antagonicas.

2En la practica hemos de realizar fuerzas muy pequefias y gestos suaves para no romper la ligadura de
rodar sin deslizar ni levantar el carrete del suelo.

12 Mecénica lagrangiana 0.8.0




1.6. Trompo de Lagrange: el giroscopio

Podemos buscar una explicacién a este fenémeno desde un punto de vista newtoniano
de dos modos diferentes:

1.5.1. Centro de masas

Si pensamos en términos del centro de masas, el momento que le aplicamos al
carrete (la fuerza que le harad tender al giro) es siempre constante si el médulo de la
fuerza aplicada no varia. El vector que une el centro de masas con el punto de aplicacién
de la fuerza tiene un mddulo invariante y es siempre normal a la fuerza aplicada.

Sin embargo, al variar el &ngulo varian las componentes de la fuerza aplicada al centro
de masas normal y paralela al suelo, con lo que se establecerd un equilibrio entre la fuerza
aplicada sobre el centro de masas y el momento de giro constante.

Habra un punto de equilibrio en el que el carrete se estard quieto donde estas fuerzas
se igualen.

1.5.2. Centro instantaneo de rotacion

Este sistema tiene un centro o eje instantidneo de rotacién (CIR)? bien claro
donde el carrete entra en contacto con el suelo. El concepto de centro o eje instantaneo
de rotacién (ver 4.2.1) es algo sutil que quizd no nos sea familiar. Se define como un
punto respecto al cual no hay movimiento de traslacién de los puntos del sélido. De
momento nos quedaremos con que en el caso de cilindros que ruedan sin deslizar, éste
coincide con el punto de contacto con el suelo.

Si pensamos en el movimiento desde el punto de vista de este punto, los momentos ya
no seran constantes como respecto al centro de masas. Es més, los momentos cambiaran
de signo en funcion de si la prolongacién del vector de la fuerza aplicada pasa por un
lado u otro del centro instantdneo de rotacién.

Habra un punto de equilibrio donde la prolongacion del vector de la fuerza aplicada
pase exactamente por el centro instantaneo de rotacién.

1.6. Trompo de Lagrange: el giroscopio

La cumbre en nuestro estudio llega cuando la fenomenologia observada es completa-
mente nueva e inexplorada para muchos de nosotros. Aqui es donde de verdad entra
en juego el espiritu aventurero del cientifico que le hace desear adentrarse en territorios
inexplorados y descubrir los fenémenos mas fascinantes.

Todos tenemos més o menos claro cémo se comporta una peonza porque hemos jugado
con alguna de nifios. ;Nos hemos preguntado alguna vez qué sentiriamos sentados sobre
una? ;Hacia dénde nos empujarian las fuerzas de inercia? Puede parecer una locura

3El concepto de centro o eje instantdneo de rotacién puede ser un concepto complejo y creemos que no
merece la pena entrar en profundidad en él en un curso tan extenso como el que abordamos. Sin embargo
lo hemos agregado como apéndice al bloque de sélido rigido (??) y en determinados casos bidimensionales
en los que su sentido es mas intuitivo, acudiremos a él sin entrar a estudiarlo en profundidad.
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1. Fenomenologia

pensar en algo asi, pero cuando nos damos cuenta de que vivimos sobre algo muy parecido
a una peonza de inmensas proporciones, el absurdo ya no lo parece tanto.

El giroscopio consiste sencillamente en un sélido rigido que gira en torno a su eje
de simetria. Su tendencia natural es a mantener constante la orientacion de su eje de
rotacién en contra de las fuerzas externas que traten de perturbarlo.

Fue inventado por un viejo conocido nuestro, Leén Foucault, después de haber de-
mostrado que la tierra giraba con el péndulo que lleva su nombre. A Foucault le molestaba
que su péndulo girase més despacio que la tierra en un factor sin (latitud), asi que traté
de construirse un sistema como la tierra pero un poco mas manejable para comprender
mejor las fuerzas involucradas en el sistema.

FEl giroscopio puede usarse para senalar el norte, a modo de brijula.
Esta variante es conocida como girocompads.

Hay un juguete que se ha puesto bastante de moda llamado “Po-
werBall”, “Dynabee” o “GyroTwister”. No se trata de nada més que
de un giroscopio que activas proporcionandole una cierta velocidad
angular. Al tenerlo en la mano se sienten las fuerzas involucradas y
si se reacciona contra ellas de una determinada manera se puede fre-
nar o aumentar esa velocidad angular inicial. El objetivo es mantener el sistema activo
(girando) el mayor tiempo posible.

Existen unas pequeinias motocicletas teledirigidas que tienen el eje del manillar fijo.
Para girar desplazan un contrapeso que simula al motociclista hacia el lado al que se
quiere girar. Cualquiera que haya andado en bicicleta sabe que para girar uno se inclina
hacia el interior de la curva... ; Como funciona esto? ;Podriamos conducir una bicicleta
con el eje fijo?

1.6.1. Haciendo magia con el giroscopio

Imaginemos un giroscopio sencillo formado con una barra delgada con un disco que
gira libremente en torno a ella en un extremo, un contrapeso en el otro extremo y un
punto fijo situado justo en el centro de masas.

El disco girard hasta perder por disipacién toda su energia cinética sin hacer nada
espectacular. Se dice que el trompo estda dormido.

Sin embargo, colgémosle un pequeno peso para desequilibrarlo. La intuicién le dice,
a quien nunca ha jugado con un giroscopio, que simplemente se balancearia hacia el
lugar donde hemos puesto el peso, pero contrariamente a nuestra intuiciéon basada en
la experiencia objetiva, éste comienza a girar manteniéndose en el plano horizontal. El
trompo ha despertado.

- iMagia! ;Dénde estd el truco?

- No hay trucos, sélo tensores.

La ciencia va siempre un paso por delante, asi que debemos ponernos a su altura lo
mas rapido posible para descubrir qué hay escondido en la chistera. Comencemos, pues,
nuestro apasionante viaje a lo desconocido.
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1.6. Trompo de Lagrange: el giroscopio

Figura 1.4.: La magia de los tensores

http://alqua.org/documents/LAG 15



http://alqua.org/documents/LAG




2. Sintetizacion

Una vez hemos jugado en el laboratorio y nos ha picado nuestra curiosidad cientifica,
tratemos de extraer el meollo de todos estos sistemas, buscar lo que los hace especiales
y describirlos en los términos mas sencillos posibles para abordarlos mateméaticamente.

2.1. Nocién de sélido Rigido

Todos tenemos una idea intuitiva mas o menos clara de lo que es un sélido rigido.
Sin embargo, tratar de enunciar de una manera precisa una definicién de sélido rigido no
es tan simple y encontraremos casi tantas variantes como textos consultemos. Veamos
un par de definiciones posibles:

» Llamamos solido rigido a un sistema de particulas dentro del cual las distancias
relativas se mantienen invariantes.

= Un solido rigido es un sistema material cuyas ligaduras internas se conservan
invariantes

Estas (y otras) definiciones comparten el estar divididas en dos partes claramente
diferenciadas.

Por un lado, se define el sélido rigido como un sistema de particulas, sistema material,
sistema de puntos materiales... Lo que nos da la idea de que se trata de una suerte de
colectividad.

A continuacién las definiciones dan una caracteristica importante acerca de como se
agrupa esa colectividad: ligaduras internas conservadas, distancias relativas invariantes...
Es decir, que esas partes que constituyen el todo denominado sélido rigido se mantienen
en posiciones fijas unas respecto a otras. Dicho de otro modo, la forma se preserva.

Pensando en dicha nocién y en lo que intuitivamente entendemos por sélido rigido,
imaginemos un objeto facilmente deformable como, por ejemplo, una pelota de gomaes-
puma. Si la apretamos con una cierta fuerza, la deformaremos y no se comportard como
sélido rigido segtin cémo lo hemos definido. Imaginemos ahora, por ejemplo, una varilla
de metal. Eso podria parecérsenos mas a un sélido rigido, pero si aplicamos una fuerza
suficiente también podriamos deformarla, con lo que ya no se trataria de un sélido rigido.

Parece ser que el que un cierto objeto se comporte o no como sdélido rigido, no sélo
depende de su naturaleza sino de la magnitud de las fuerzas que actien en su universo.
Bajo ciertas condiciones, una pelota de gomaespuma puede comportarse como sélido
rigido y bajo otras podria no hacerlo una varilla de metal.

En virtud a la nocién dada, jpuede el firmamento estrellado ser considerado un sélido
rigido?

17
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2. Sintetizacion

Por otro lado, si pensamos en la composicion cristalogrdfica de la materia a nivel
cuantico, ni siquiera podriamos definir con exactitud la velocidad y posicién de las todas
las particulas que componen el cuerpo para ver si conservan sus posiciones relativas,
con lo que la nocién de sélido rigido deberiamos aplicarla exclusivamente al mundo
macroscopico.

Por tltimo, si disparamos nuestro cuerpo a grandes velocidades, la teoria de la rela-
tividad redefiniria las distancias desde la propia geometria del espacio-tiempo dejando
bastante inservibles nuestras definiciones.

Con todo, llegamos a la conclusién de que podemos hablar de sélido rigido en un
contexto macroscépico y alejado de los limites relativistas y teniendo cuidado de que las
fuerzas involucradas sean suficientemente pequenas.

2.2. Rotacion frente a traslacion

En el contexto de la mecanica newtoniana, debiera sernos ya familiar el movimiento
de rotacién y las fuerzas y energias involucradas en él.

Es facil observar en un primer vistazo las simetrias existentes entre las ecuaciones de
movimiento de Newton para una masa puntual y las ecuaciones de movimiento
involucradas en el movimiento de rotacién:

SSF = ma
SM = Id

El papel de las fuerzas lo hacen los momentos, el de la masa lo desempeiia el momento
de inercia y las aceleraciones lineales son substituidas por sus homénimas angulares.

(2.1)

2.2.1. Momentos frente a fuerzas

Cuando aplicamos una fuerza sobre una particula, esté claro dénde se le aplica, pues
solo disponemos de un punto geométrico para hacerlo. Es por ello que sélo aparecian en
nuestras ecuaciones la intensidad, direccién y sentido de nuestras fuerzas. Ahora tratamos
con sdlidos rigidos, conjuntos en general inmensos de particulas sobre los que aplicaremos
una fuerza en un punto concreto. El resultado variard en funcién de dénde apliquemos
esa fuerza y serd por ello que tendremos que explicitarlo en nuestro formalismo. Asi,

F

Figura 2.1.: Momentos frente a fuerzas

generalizaremos el concepto de fuerza con el de momento, que escribiremos como:

—

M:FXF:W‘F

sin(¢) = (2.2)

ARSI

;ﬁ 8 =
gij < S
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2.3. Momento de inercia

Donde ¥ = (x , y, 2) es el vector que va desde el centro de masas (centro geométrico
en condiciones de densidad homogénea) del sélido rigido al punto de aplicacién de la
fuerza F.

El producto vectorial, aunque debiera sernos ya bastante familiar, es una receta
matemadtica bastante complejal. Veamos cémo se comporta frente a reflexiones espe-
culares:

<f’, ﬁ’) — <—F, ﬁ) El momento cambiard también de signo: M’ — —M

<F’, Z*:"’) — (—F, —ﬁ) El momento se mantiene invariante: M’ = M

- v -
cM " F oM g

< » L .

< > g

Figura 2.2.: Momentos y reflexiones especulares

2.3. Momento de inercia

Hasta ahora, siempre se ha tratado el momento de inercia en
casos sencillos en los que lo reduciamos a una cantidad escalar que
hacia un papel paralelo al de la masa en movimientos de rotacién y
que calculamos con una expresion de la forma:

/Vr2dm —/Vrzp(r)dV éIA—/Ver(r)dV (2.3)

\ Cuando un sélido estd anclado en un punto, que es un caso muy
comun en la fenomenologia, la descripcién mas general de su movi-
miento consta sencillamente de una rotacién en torno a un eje que
pasa por dicho punto.

En casos bidimensionales sélo hay un grado de libertad de rotacién y por tanto hay
siempre un sélo momento de inercia asociado al eje perpendicular al plano del movi-
miento. Por esos motivo pudimos resolver muchos problemas considerando el momento
de inercia como una magnitud escalar.

2.3.1. Calculo geométrico de algunos momentos de inercia
Varilla

Pensemos en una varilla de longitud L, secciéon despreciable, masa M y densidad
constante p = %

ITensor de Levi Civita
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2. Sintetizacion

= Respecto a un eje que pase por el centro de masas y sea perpendicular a la varilla

L
T M 1M 1 M?
I:/r2p(r)dV :/2 —2lde = - —23 = —
14 L L

== 2.4
3L |, 121 (24)

ol

= Para calcularlo respecto de un eje que pase por un extremo, podemos aplicar el
teorema de Steiner:

1 M? ML* 1
1’:10+Mc12:Ef + :§ML2 (2.5)
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3. Construccion del universo

3.1. Teoremas geométricos de Euler y Chasles

1. Teorema de Euler:

Dadas 2 posiciones de un sélido rigido con un punto fijo O, siempre se puede pasar
de una a otra mediante un unico giro alrededor de un eje que pase por ese punto

0.

2. Teorema de Chasles:

Dadas dos posiciones de un sélido rigido en el espacio, bastan un movimiento de
traslacion y otro de rotacion para pasar de una a otra. Existe un numero infinito
de combinaciones, pero una unica combinacion en la que los ejes de rotacion y
traslacion son paralelos, generando un movimiento de tipo helicoidal.

3.2. Grados de libertad

El primer problema que puede plantearnos el estudio del sélido rigido estd intimamente
ligado a nuestra capacidad para imaginar movimientos en el espacio. Para tratar de que
aquellos que no tengan una visién espacial demasiado desarrollada, imaginemos un sélido
rigido bastante peculiar, formado por tres cilindros unidos en uno de sus extremos y
dispuestos en las tres direcciones del espacio, es decir, a lo largo de los ejes coordenados.
Si nos imaginamos cémo podriamos girarlo en el espacio, resulta intuitivo “agarrarlo” por
cada uno de sus brazos haciendo girar al sélido. Si por cada brazo tenemos un sentido
de giro y a éste le asociamos un angulo, nos resultardn inmediatamente tres coordenadas

angulares (o1, Y2, ¢3)

[+:]

X (1.2.3)
N\

o y

Figura 3.1.: Grados de libertad de un sdlido rigido en el espacio
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3. Construccion del universo

En cuanto a traslaciones, es evidente que podemos trasladar como un bloque todo el
sélido tomando como referencia un punto cualquiera (el de confluencia de los tres brazos,
por ejemplo) con lo que le anadiremos otros tres grados de libertad (z; , 2, z3).

Tenemos, en resumen:

Rotacion 3 grados de libertad correspondientes a giros en torno a cada uno de los tres
ejes espaciales.

Traslacion 3 grados de libertad correspondientes a las tres coordenadas espaciales del
movimiento del centro de masas.

3.2.1. Grados de libertad en el movimiento plano

Resulta bastante interesante el estudio del movimiento del sélido rigido en el plano
porque se trata de una aproximacion que verdaderamente simplifica las cosas y ademas es
aplicable a gran cantidad de casos reales. En nuestros desarrollos trataremos de mantener
la mayor generalidad posible tratando el caso tridimensional, pero eventualmente redu-
ciremos los resultados al caso bidimensional para aclarar conceptos y presentar ejemplos
mas sencillos.

Para poder trabajar con sélo dos dimensiones, hemos de imaginar que cada punto del
solido se mueve siempre por un plano paralelo al plano de referencia y que el cuerpo
posee simetria respecto a dicho plano de referencia donde se mueve el centro de masas.
Imaginando un movimiento en el plano XY y utilizando una funcién de punto densidad
para caracterizar la geometria del solido:

P(JU, Y, Z) = p(:ﬂ, Y, —Z)

En el movimiento plano habré 3 grados de liberad:

= Dos de traslacion por las dos dimensiones en que puede moverse el centro de
masas.

= Y una de rotacion ya que cada punto describe érbitas circulares alrededor de un
punto comun.

3.3. Hacia las ecuaciones de movimiento

Una vez sabemos cudntas coordenadas generalizadas nos hacen falta, elijamos las
que nos resulten mds naturales' e indaguemos en busca de las ecuaciones de movi-
miento.

Parece bastante razonable plantear un sistema de referencia inercial con respecto
al cual localizar el centro de masas del sélido rigido mediante tres coordenadas carte-
sianas ECM = (zom , Youm , zom)- A continuacién situemos un segundo sistema de
referencia no inercial, que sea solidario al cuerpo, con origen en el centro de masas

1Véase 4.2.1 sobre la eleccién de sistemas de referencia privilegiados.
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Figura 3.2.: Grados de libertad en el movimiento plano de un sélido rigido

Figura 3.3.: Sistemas de coordenadas

y tres ejes coordenados en torno a los cuales definamos los tres grados de libertad de
rotacién (41, ¢2 , ¢3). Un punto cualquiera del sélido vendria dado por sus coordenadas
cartesianas respecto al sistema de referencia no inercial més las del origen del sistema
de referencia no inercial:

R=7+7

Las coordenadas evolucionarén en el tiempo como:

dr A7
— ”) +<T> Y OXT=T+ Ty 4G X7 (3.1)
o o N~~~

Notese que el haber eliminado v,/ es una consecuencia inmediata de la nocién de sélido
rigido, concretamente de la invarianza de las distancias relativas entre las particulas que
lo conforman.
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3. Construccion del universo

Expresion de la velocidad de un sélido rigido

Vo =T+ XT

3.3.1. Momento lineal

Veamos cémo expresar el momento lineal partiendo de la integracion de los momen-
tos lineales de las particulas infinitesimales que conforman el sélido.

ﬁ:/ﬁodm :/(17+07><F)dm zﬁ/dm +wx/de -
\%4 |4
=Mv+ M (J X Fonpr) = M (U+ & X Fonr) (3.3)

Para localizar el centro de masas en el sélido:

1
ToM = / rdm é/ rdm = M7opm
M Jy 1%
Con todo, aplicando la ecuacién (8.4) a los resultados obtenidos en (8.5):

7= Mo (3.4)
Llegamos a la conclusién de que el momento lineal del sélido rigido depende tnica y

exclusivamente del estado de movimiento de su centro de masas.

3.3.2. Energia cinética

En cuanto a la energia cinética, que definimos como la mitad del producto entre la
masa y la velocidad al cuadrado para una particula, la redefiniremos para un volumen

arbitrario como sigue:
2 1 2
T= [ v,dn == | pv;dV
v 2 Jv

Definiremos explicitamente las integrales a toda la masa mediante las integrales de
volumen y una densidad que es funcién de punto como fv pdV . La notacién de integral
a todo el volumen sobre el elemento diferencial de masa fv dm asumird este paso
implicitamente. Utilizaremos indistintamente ambas notaciones.

Teniendo en cuenta (8.4)

1
T:/ (T+& x 7)?dm =
2 Jv

2
1
:U/dm+17- wx/fdm +/(QXF)2dm
2 Jy 1% 2 )y
S~—— S——
=M

=Mrcm
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3.3. Hacia las ecuaciones de movimiento

Expresion mas general de la energia cinética

1 1
T = DM+ ME- (@ x Four) + 2/ (@ x 72 dm (3.5)
1%

Imaginemos que lanzamos al aire una barra alargada. En primer lugar lancémosla a
modo de jabalina y a continuacion haciéndola girar como si se tratase de un boomerang.
Si ignoramos las consideraciones aerodinamicas, jserdn diferentes las trayectorias en el
espacio en ambos lanzamientos? ;Cual seria el método mas efectivo para un lanzador
olimpico de jabalina?

Particularizacion de la energia cinética

Examinando cuidadosamente los términos involucrados en esta expresion, encontra-
mos:
%M v? — Traslacién pura
T=<{ MvU-(Jdx7cpy) — Término mixto
1 - 2 .
3 Jy (@ x7)7dm — Rotacién pura

Tenemos un término de traslacién pura asociado al centro de masas y dos términos
de rotacion. El ultimo de los términos es un término de rotaciéon pura asociada a un
eje que pasa por el centro de masas del sélido.

El término restante, lo hemos denominado término mixto porque estd asociado a
una cierta traslaciéon que corresponde en realidad a un giro en torno a un eje externo al
sistema.

Pensemos en el llamado “movimiento de traslacién” de la Tierra en torno al Sol, que
puede verse como un giro de la Tierra en torno a un eje que pasa por el Sol.

Veamos bajo qué condiciones se simplifica esa forma de la energia cinética:

» Un sélido rigido con un punto fijo perderd el término de traslacién pura (v =
oy = 0) y el mixto quedandose exclusivamente con el término de rotacién pura.

T:;/V(oixf)zdm (3.6)

= Un trompo dormido es aquel cuya velocidad angular es paralela al vector que
une el centro de masas con el origen del sistema de referencia no inercial. En ese
caso se pierde el término mixto.

1 1
T ==-Mv?>+ / (& x 7)? dm (3.7)
2 2 )y

= El término mixto se perdera también cuando el sistema de referencia no inercial se
mueva a lo largo de una recta paralela a la velocidad angular o al vector del centro
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de masas en el sistema no inercial (M7 - (J X Fopr) = 0).

1 1
T = -Mv* + / (@ x 7)*dm (3.8)
2 2 Jv

En funcién del sistema de referencia utilizado para su estudio también podemos sim-
plificar la expresién de la energia cinética con el valor anadido de que no perderemos la
generalidad de nuestro universo.

= Si utilizamos el centro de masas como origen de nuestro sistema de refe-
rencia, el segundo término se anula, ya que 7oy = 0. Por tanto la expresién se
nos queda como:

1 1
T:Mv2+/ (@ x 7)dm (3.9)
2 2 )y

= Si utilizamos como origen de nuestro sistema de referencia el eje instantaneo de
rotacién (ver 4.2.1), se nos anularan los dos primeros términos, pues todos los
momentos angulares del sistema son referidos al origen de coordenadas de nuestro
sistema de referencia no inercial.

=1 [ @x?dm
T = /v( x 7)° d (3.10)

3.3.3. Momento angular

Quedémonos con la primera de las elecciones de sistema de referencia, la que centra el
origen del sistema no inercial en el centro de masas del sélido, y planteemos la expresién
para la energia cinética:

1 1
T = mvz—l—/ (@ x @2 dm (3.11)
2 2 )y
—
Tr Tr

Como ya habiamos observado, tiene dos términos, uno de traslaciéon y uno de rotacion.
El término de traslacién no tiene ningtin misterio para nosotros, es de sobra conocido de
la dindmica del punto material, pero examinemos con cuidado el término de rotacion:

1 1
TR:/(@‘XT_")-(@’X?)dm :/cﬁ'(Fxﬁo)dm =
2 Jy~—— 2 )v

1_-
=& / (F x T,)dm = &L (3.12)
% 2

Hemos llegado a una expresién sencilla de sélo dos términos, la velocidad angular & y un
objeto L = fv (7 % Up) dm que llamaremos momento angular. Estudiemos este segundo
mas de cerca:
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Ae= werl—z(z, 9, 2) wy | = we (7"2 — 1‘2) — LYWy — T2W;

= A= wyrt—y(@,y, 2)| wy | = —yrws+wy (7’2 — y2) —yzw, (3.13)

Az = wZT’2 -z (:E y Y Z) Wy = —2TWg — RYwy + W, (7’2 — 22)

Parece que la estructura de ese objeto que hemos llamado A nos esté pidiendo a gritos
que lo expresemos en forma matricial, pero antes vamos a integrarlas para obtener la
expresion del momento angular:

L, —/ Azdm —wm/ (7“2—372) dm —/ xydm wy—/ rzdm w, (3.14)
1% 1% 1% 1%

I PI PI

Al integrar vemos que nos quedan las integrales en masa de momentos al cuadrado,
que nos recuerdan sospechosamente a la definicién de momento de inercia. Llamaremos
momentos de inercia (I) a los elementos “diagonales” (z con z, y con y y z con z) y
productos de inercia (PI) a los términos cruzados.

Ahora si, expresandolo matricialmente:

Forma tensorial del momento angular

2 2

ré—ux —zy —xz Wy
L= —yxr  r?—y?  —yz wy | =1w (3.15)
—2x —zy 1?22 wy

Con esta expresion tensorial para el momento angular, podemos reescribir (8.3) como

1 1.
T = 5Mu2 + @I (3.16)
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delta de Kronecker

3. Construccion del universo

3.3.4. Tensor de inercia

De la expresion (8.12)

. Iy Izy I, Wy R
L= 1o Ly I || w, | =iz
Iz Izy I, Wy

Llegamos a una forma matricial aparentemente compleja, ya que tenemos (aparentemen-
te) nueve valores diferentes.
Veamos la expresion para las componentes del tensor de inercia:

Iij = / (7“257;j — .m.l‘j) dm (3.17)
\%

donde ¢;; es la delta de Kronecker definida como

0 ViFEj
%_{1W:j}%

S O =
O = O
_= o O

Es inmediato, viendo que z; y x; son escalares y por tanto conmutan, que I;; = Ij;.

Nos hemos quitado tres componentes en un momento. sélo quedan seis.

Estamos ante una matriz simétrica que ademés es real, lo que nos da una pista muy
importante para nuestro estudio que es que la matriz de inercia sera siempre diagona-
lizable.

En cualquier caso, sin pérdida de generalidad, vamos a poder diagonalizar nuestro
tensor de inercia para obtener una expresiéon que contenga sélo tres componentes de la
forma:

Diagonalizacion del tensor de inercia

L 0 0 Wy
(We » wy , Wx) 0 Ib 0 wy | = wﬁ[l + wglg + wglg (3.18)
0 0 I3 Wy

Diagonalizar la matriz no es otra cosa que elegir acertadamente los ejes de nuestro
sistema de referencia solidario con el cuerpo, con lo que en muchos casos la intuicién y
nuestra habilidad para hallar las simetrias en la geometria de los cuerpos que vamos a
estudiar nos proporcionaran ya una forma diagonal del tensor de inercia.

Matematicamente se trata de una aplicaciéon de la propiedad tensorial I' = AT A.
Donde A es una transformacién de coordenadas que contiene las direcciones de los ejes
principales, esto es, los autovectores de I. Los autovalores son los momentos de inercia
respecto a cada uno de esos ejes principales.
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Teorema de Poinsot

Dado el momento de inercia para tres ejes cualesquiera, es posible hallarlo para un
cuarto eje arbitrario.
Expresemos el vector velocidad angular en funcién de sus cosenos directores:

&=nw= (cos i + cos B + cos 7/2) w (3.19)
Llevando esto a la expresion de la energia cinética
Teorema de Poinsot
1. 1 .. 1

TT:56ﬂ3:5wﬁUmn:§ww2
I 0 0 cos «

I, =(cosa, cosfB,cosvy)| 0 I, 0 cosf | =
0 0 I3 cos vy

=TI, cos® o+ I cos® B + I3 cos® (3.20)

Generalizacion del teorema de Steiner

Ya nos es conocido el teorema de Steiner para ejes paralelos en el caso bidimensional
que nos permitia obtener el momento de inercia respecto de un eje cualquiera conocido
éste respecto a uno paralelo que pasase por el centro de masas a una distancia c

I'=1.+ Mc

Veamos ahora la generalizacién del teorema:

= (.%'Z — Rz) (.I'j — Rj) = Ty + RZ‘R]' — xiRj — l‘jRZ‘

I :/ (r*0i — wiz;) dm + | (R*6;j — RiR;) dm —
v v

—252']']%/ rdm —Rj/ xidm —RZ’/ :Bjdm
\4 |4 \4

-~

TemM=0 z&M=0 x§M=0

Iz{j :IgM + M (Rzéij — RZ'R]‘)

La generalizaciéon nos ha llevado de tener una simple distancia en la ecuacién a todo un
tensor de traslacion R:
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Teorema de Steiner

o o Ry +R: —R.R, —R.R.
="+ MR=1°"+M | —-R,R, R2+R? —R,R, (3.21)
~R,R. -RyR. R’+R?

Teorema de las figuras planas

Llamemos figura plana a un sélido que tiene una dimensién despreciable frente a
las otras dos. El momento de inercia respecto al eje principal correspondiente a dicha
dimension es igual a la suma de los momentos de inercia respecto a los otros dos ejes
principales.

Veamos que la demostracion de este teorema es muy barata:

A I, 0 0
I=1 0 I, 0O
0 0 I,
r2:x2+y2+ 22
=0
I :/ r? — z2) dm :/ 2?2+t + 22 —a? dm:/dem
’ V( ) v gl v
Iy—/ (r27y2)dm :/ 2?4+ P+ 22 —y? | dm :/x2dm
\%4 0 \%4

Teorema de las figuras planas

L =1 +1, (3.23)

Trompos: Clasificacion de sdlidos Rigidos

Al obtener la forma diagonal de la matriz de inercia, tenemos como resultado formal,
tres direcciones o ejes principales y los valores correspondientes del momento de iner-
cia respecto a cada eje. Segtiin dichos momentos (autovalores de la matriz de inercia)
hablaremos de tres tipos de trompo:

Trompo Asimétrico Iy # Iy # I3
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Trompo Simétrico Iy = Is # I3

Trompo Esférico Iy = I, = I3

Bisqueda geométrica de los ejes principales

Unas pocas propiedades nos ayudaran a localizar los ejes principales:

1. Si el trompo presenta un plano de simetria, habrd un eje principal que serd
perpendicular al mismo pasando por el centro de masas.

2. Si el trompo presenta un eje de simetria de cualquier orden, dicho eje serd un
eje principal. En caso de que dicha simetria axial® sea de orden > 2 entonces el

trompo serd simétrico.

Veamos en un pequeno ejemplo | ] como determinar los ejes principales mediante
el estudio intuitivo de las simetrias en el sélido. Con ello determinaremos el elipsoide de
inercia y qué valores tomaran los momentos de inercia respecto de dichas direcciones o

ejes principales:

Figura 3.4.: Determinacién de ejes principales

1. En primer lugar encontramos un eje e2 de simetria de orden 2 que serd por si

mismo un eje principal.

2. Encontramos un plano de simetria P1. Perpendicular a éste y pasando por el centro
de masas trazaremos un segundo eje principal e3.

3. De manera analoga al caso anterior, encontramos un tltimo plano de simetria P2
que nos ayudara a determinar el tercer eje principal con la direccion de su normal

y pasando por el centro de masas.

*Simetrfa axial de orden n: p(r, ¢, 2) = p(r, ¢ + 2=, 2).
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Elipsoide de Inercia

Es el lugar geométrico representado por:
Z Iija:i:cj =1
Z‘)j

Si como ejes de referencia tomamos los ejes principales (diagonalizamos el tensor de
inercia), obtenemos una expresién sencilla para el elipsoide de inercia:

11562 + IQyZ + 1322 =1
Los semiejes del elipsoide de inercia miden 4 /i ; I, > 0.

Si 7 = rii se cumple que ¥ = .
. A VL . B} | - .
Si tomamos la direccion del vector velocidad angular & y el radio del elisoide en dicha
direccién 7, en dicho punto la normal al elipsoide de inercia serd paralela al momento de
inercia.

Definiendo el elipsoide como f = Z” Lijxix; — V;f = Zj Lijjx; = I — L=1I&.

3.3.5. Ecuaciones de Euler

Tomemos un sistema de referencia no inercial solidario al sélido para el cual el tensor
de inercia sea diagonal:

R Il 0 0 W1 Ilwl
L=1IJ= 0 I2 0 w2 = IQWQ (3.24)
0 0 13 w2 Igtdg

Respecto a un sistema de referencia inercial podemos expresar el momento total como

- (dL
O

Uniendo (9.4) y (9.3), podemos expresar el momento total como:

—

M_<dL> BRI A
O/

dt dt
N I, 0 0 w1 i j k
= N |=| 0 I O we |4+ w we w3 | = (3.26)
N2 0 O 13 62)2 Il(.dl IQ(,L)Q Ig(,ug

Ecuaciones de Euler

N1 = Ilwl — (IQ — 13) wWaWws3
N2 = [Qd)g — ([3 - Il)uJ3w1 (327)
N3 = 3wz — (I — I2) wiws
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Las ecuaciones de Euler son bastante compresibles, aunque no por ello vayan a resultar
mas comprensibles.

3
Ni = Liw; + Z eijkfjijk (3.28)
J.k=1

Particularizacion de las ecuaciones de Euler: Basqueda de soluciones

No siempre vamos a poder encontrar soluciones a un problema general. Tendremos que
restringirnos a determinadas circunstancias que simplifiquen el problema. Dichas circuns-
tancias las encontraremos en simetrias, ausencia de fuerzas o momentos, independencia
del tiempo de alguna variable... Particularicemos a algunos casos:

Tenemos claro lo que es el movimiento inercial de una particula.

No se trata de un concepto sencillo pero si lo hemos estudiado ya en suficiente profun-
didad y lo tenemos asimilado en primera aproximaciéon como una trayectoria rectilinea
con velocidad constante en ausencia de fuerzas externas.

., Cémo generalizar esto al caso del sélido rigido?

1. Problema libre de momentos: N; =0

Iy — (Iy — L) wyw, =0
Tywy — (I, — Ip) wowz =0
L, — (I — Iy) wpwy =0 (3.29)

Podremos encontrar en general, soluciones mediante funciones elipticas.

2. Problema en que las componentes principales de la velocidad angular son constan-
tes conocidas y los momentos son desconocidos:

(I3 — Ir)wyw, = Ny
w;=0=—= (Il — Ig)wxwz = Ny (3.30)
(I3 — I)wywy = N,

3. Problema donde las componentes de la velocidad angular son constantes y los
momentos angulares son idénticamente cero:

(13 — Ig)wywz =0
Wi=0N;,=0= ([} — I3)wyw, =0 (3.31)
(IQ — Il)wywx =0

Estudiemos los diferentes tipos de trompo bajo estas restricciones (N; = 0y w; = 0)
y veamos si podemos encontrar soluciones sencillas bajo diferentes geometrias:

Trompo asimétrico: Para poder estudiarlo tendrian que ser cero al menos dos de
las componentes de la velocidad angular: w, = w, =0 — & = w.k
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Trompo simétrico: Dos de los autovalores de la matriz de inercia son iguales, por
lo que se anula una de las ecuaciones de Euler:

(I3 — Ir)wyw, =0

wp=0N, =011 = I # I3 = (I1 = I3)wyw, =0

(3.32)

Seremos capaces de estudiar dos circunstancias diferentes:

1

Wy =wy =0 LD’:wZE
w, =0 W e (x,y)

En el caso en que w, = 0, tendremos a la velocidad angular incluida en el
plano que contiene a los dos ejes principales degenerados.

Trompo esférico: En este caso, todas las direcciones son principales, por lo que
bastaria tomar wy paralela a una direccién principal, anuldndose por tanto
las otras dos componentes.

3.3.6. Dindmica del sélido libre

sélido libre Diremos que hablamos de un sélido libre cuando las fuerzas y momentos generaliza-
dos sean nulos: F'=0; N =0
Dada dicha circunstancia, podremos aplicar dos invariantes:

1. Ley de conservacion de la energia:

L} + Iw, + Isw? = 2T = Cte

2. Ley de conservacién del Momento Angular:

I2w? + 12%; + 202 = I? = Cte

Analiticamente, las leyes describen sendos elipsoides cuya interseccion sera la trayec-
Wi

toria de la velocidad angular (pp = \/?)

Lyt + Ips + Isps = 1

polhodia La trayectoria de p sobre el elipsoide se denomina polhodia.
En cada momento, tangente a la polhodia y al elipsoide de inercia, estd el llamado
plano invariante.
El elipsoide de inercia rueda sin deslizar sobre el plano invariante. La curva trazada
herpolhodia sobre el elipsoide es la polhodia y la trazada sobre el plano de inercia es la herpolhodia.
El centro del elipsoide de inercia se mantiene a una distancia constante sobre el plano
(de ahi que sea llamado el plano invariante). L es perpendicular al plano invariante y el
elipsoide de inercia es en todo momento tangente al plano en un punto P.
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3.3.7. Trompo simétrico libre

La condicion de sélido libre se expresa como Ny = 0.
El hecho de que sea un trompo simétrico implica Iy = I» # I3.
Las ecuaciones de Euler toman la forma:

Lw, + <I3 — Il)wywz =0
Tiwy + (I; — I3)wzw, =0
Is3w, =0 — w, = cte

Definiendo, para simplificar la escritura, €2 = I?’Ii_lhwz obtenemos de forma simplificada:

Wy = —Qwy 9 9 9 . wy = Dcos(t + 0)
{ Wy = Quwy }%wxy—wm—l—wy—cte—D %{wy—Dsz’n(Qt—i—d)

N . . ., w.
W describe un cono alrededor del eje z con semi-dngulo de apertura o = atan (%)
z

3.4. La nueva fenomenologia

3.4.1. Angulos de Euler

Necesitamos para el estudio del sélido rigido en el espacio, tres coordenadas rectangu-
lares para delimitar la posicién del centro de masas asi como tres coordenadas angulares
que nos indicardn el estado de giro y nos ayudaran a estudiar su movimiento. Euler, que
era un tipo astuto, encontré un conjunto de dngulos que simplifican enormemente los
calculos. Los llamaremos angulos de Euler en un alarde de elocuencia.

(z,y,z) — Lineales

CoordenadaS{ (,9,9) — Angulares

Precesién

O

Spin

2

Nutacién

Figura 3.5.: Angulos de Euler
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Todos los giros del sélido vendran determinados por variaciones en dichas coordenadas
angulares.

Un primer giro (segun ilustracién) en tormo al eje Z, serd denotado con la coordenada
©, y su variacién con el tiempo ¢ serd denominada PRECESION.

Un segundo giro (segun ilustracién) en torno al nuevo eje x’ serd identificado con la
coordenada 1, y su derivada respecto del tiempo 0 serd la NUTACION.

Un tercer giro (segun ilustracién) en torno al nuevo eje 2", que denotaremos con la
coordenada 1 serd aquel cuya variacién con el tiempo w llamaremos SPIN.

¢ Precesién
¥ Nutacién
P Spin

Con ésa notacion, las componentes de la velocidad angular J, toman la forma:

Velocidad angular respecto a los angulos de Euler

wy = psen(V)sen(v) + 1.9005(1/1)
wy = psen(V)cos(yp) — Isen(1)) (3.33)
W, = pcos(9) + 1

3.4.2. El trompo de Lagrange

El trompo de Lagrange es la cumbre en nuestro estudio de la dindamica del sélido
rigido.

El trompo de Lagrange es un sistema que presenta un punto fijo y cuyos autovalores
del tensor de inercia vienen descritos como I; = Is # I3

Planteemos la expresién de la energia cinética:

1 o Lo ov 1. 9
1 usando (3.33)
R T o) L 1 . N\ 2
T—QI((;S sin® 60 + 0 )+213 (¢cos€+¢) (3.34)

Planteando ahora la expresién del lagrangiano:

L =T — Mglcosf
£=L(3,0,0.0) = L+ L(6,0)
{ Z } Ciclicas (335)
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3.4. La nueva fenomenologia

Podemos buscar las cantidades conservadas para esas coordenadas ciclicas que no
aparecen explicitamente en la expresion del lagrangiano. Esas integrales primeras seran:

oL
oL . .
871/') =Py =13 (¢+¢COSG> =J;
oL S . ) B
a—d.) =Py = I¢sin®0 + I3 (¢C(isr9+w> cos = Jo
=J1
Jo = qu'ﬁsin2 0 + JycosO
. Jog— Jicosf
=z =7 3.36
¢ Isin?6 ( )

Hemos encontrado, a partir de las simetrias subyacentes al problema, dos constantes
de movimiento J; y Js.

Una integral primera es una relacion imperturbable entre variables del sistema que
cambian constantemente. Es un reflejo del equilibrio entre el cambio y la eternidad que
enfrent6 a Herdaclito y Parménides. ;Qué es lo que definimos como realidad objetiva mas
all4 de nuestro mundo de las ideas? ; Hay algo intrinseco en la naturaleza que se mantiene
imperturbable o acaso absolutamente todo cambia como el agua de un rio?

Por otro lado observamos que entre las integrales primeras que hemos obtenido parece
haber una cierta estructura jerarquica Jo = Jo(J7)

La tercera y ultima integral primera del movimiento es la ley de conservacion de la
energia que deriva de la no dependencia explicita del lagrangiano con el tiempo:

1 . I . Jo — Jicosb J?
E— — 2762 + Lgip2 —9%l 4+ M =E
Cte 5 0 —1-25111 0 Zsind g I + Mgl cos 8 0
. Jo — Jycosb 2 Mgl Ey J12
6> = - ) —2—= 0=2— — — 3.37
+< Tsin® ) 7" I 1 (3:37)
\_I,B_/ \_:/_/
Llamandoaz%ybz%:
. a cos 0\ 2
0%+ [ — — b= + Bcosfd—a=0 (3.38)
sin @ sin 6

Hemos llegado a una expresién bastante elegante en la que lo tnico que podria mo-
lestarnos a primera vista son esos senos en el denominador. Para librarnos de ellos
multiplicaremos ambos términos por el cuadrado del seno. Este es un paso menos tri-
vial de lo que parece. Al hacerlo estamos desestimando la solucién para § = 0, cosa
que ningun matematico nos perdonaria. Pero estamos haciendo fisica y queremos que el
trompo precesione, asi que consideramos que ese es otro problema (ademés mas sencillo).
Aceptemos esta justificacién y prosigamos con nuestros calculos.
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3. Construccion del universo

0%sin? 0 + (a — bcosB)? + (Bcosf — a)sin®h =0
cambio de variable: u = cos = 1t = —0sin @

@ 4 (a —bu)® + (Bu—a) (1 —u?) =0 (3.39)

Ecuaciones de movimiento del trompo de Lagrange

W+ (a—bu)’ + (Bu—a) (1 —u?) =0 (3.40)

Cuando ponemos el punto fijo justo en el centro de masas, la energia potencial del
sélido se hace idénticamente cero, con lo que el término 5 = 2@ = 0. Eso nos elimina
de las ecuaciones diferenciales un molesto u? dejandolas bastante més simétricas y ele-
gantes. No obstante, obtener soluciones sigue siendo un problema que deberan abordar
los matematicos. No entraremos en detalles pero tiene que ver con funciones elipticas.
Puede verse un desarrollo asequible de este caso en | ], seccion 7.4.

3.4.3. Mirando dentro de la chistera

Llegados a este punto vamos a desvelar qué habia dentro de la chistera en aquel “truco
de magia”.

En efecto, habia un tensor escondido que veremos claramente si analizamos el sistema,
desde las ecuaciones de Euler(3.27).

En nuestro desarrollo anterior, las tres ecuaciones de Euler las igualdbamos a las tres
componentes del momento total. El tensor de Levi-Civita estd oculto en el producto
vectorial que nos haria definir dichas componentes del momento. La magia aparece a
través del producto vectorial de la fuerza de atraccién gravitatoria que actiia sobre el
centro de masas del sistema y el vector que une el centro de masas con el punto fijo.

M:ﬁg XFCM:IACb—i—LUX (IA(,U)

Mientras el sistema estaba equilibrado, el centro de masas coincidia exactamente con
el punto fijo y se anulaban los momentos. Nos encontrabamos entonces con un trompo
simétrico (o = I3 # I;) libre de momentos y con un punto fijo, que permaneceria
dormido con una velocidad angular constante dirigida a lo largo del eje de simetria del
trompo.

Desequilibrarlo fue equivalente a desplazar su centro de masas (que, recordemos, coin-
cidia con el punto fijo), con lo que aparecié el producto vectorial y por tanto los momentos
tomaron valores distintos de cero en general.

Realmente, en el sistema de referencia inercial s6lo una de las componentes del mo-
mento (la horizontal perpendicular al eje de simetria del sélido) toma valor. Sin embargo,
los momentos han de estar referidos al sistema de referencia no inercial, con lo que ese
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3.5. Dificultades en el estudio del sélido rigido en el espacio

momento se repartird entre las dos direcciones degereradas del trompo a través de la
frecuencia wi:

Ny = N coswit
N3 = Nsinwyt (3.41)

Planteando ahora las ecuaciones de Euler:

0 =hw
N cos wlt :IQdJQ - (IQ - Il)wgwl
N sin wlt :Igdjg - (Il - IQ) w12 (342)

Desde donde facilmente llegamos a plantear:

w1 =0—>w = Cte
I (wy +w3) + (I — 1) wy (wy — w3) = N (sinwyt + coswit) (3.43)
—_———
Cte

3.5. Dificultades en el estudio del sélido rigido en el espacio

1. Tenemos un momento lineal y un momento angular que derivan de sendas veloci-
dades lineal y angular. La velocidad lineal es paralela al momento lineal, pero el
momento angular no es paralelo a la velocidad angular.

GINAK
L&) LYo
2. Los angulos de Euler son complicados de manejar y no conmutativos:

wy = @sen(d)sen(v) + 19005(1@
wy = psen(d)cos() — ésen(w)
W, = pcos(9) + 1

3. Aparentemente, necesitaremos conocer & para aplicar L = IdJ (que, en el fondo, es
el resultado que buscamos).

4. Las componentes de & no derivan directamente de ninguna coordenada.
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4. Indagar mas en el Sélido Rigido

4.1. Modos de interpretar el movimiento bidimensional del
solido rigido
En general, vamos a poder interpretar el movimiento desde dos perspectivas diferentes:

= Podemos "montarnos”sobre un punto cualquiera O que se mueva con una velocidad
vg y observar que el sélido gira con una cierta velocidad angular alrededor de dicho
punto. Normalmente es sensato utilizar como punto de referencia el centro de
masas del sélido rigido, por eso es el punto que hemos elegido por norma general
en nuestros desarrollos.

= Podemos elegir, no un punto arbitrario O sino uno concreto, por el que pasa el
eje instantaneo de rotacién. En este caso, el sélido solamente gira en torno a dicho
punto. Es decir, al elegir el centro instantaneo de rotaciéon como punto de referencia,
no existird una velocidad vy de dicho punto por definicién de la localizacion del
centro instantaneo de rotaciéon. Veamos qué tiene este punto de peculiar y cémo
localizarlo.

4.2. Eleccion sistematica de un sistema de referencia
privilegiado

Los conceptos que vamos a ver a continuacion pueden ser algo complejos y confusos
aunque la matematica que hay tras ellos sea relativamente sencilla. Nos permitiran ele-
gir sisteméaticamente un sistema de referencia adecuado que simplifique los cédlculos en
muchos casos, aunque quiza en muchos otros el precio que hay que pagar sea demasiado
elevado para una simplificacién no tan potente del problema.

4.2.1. Eje o centro instantaneo de rotacion

Vamos a definir el centro o eje instantaneo de rotacién como el punto del espacio
que en un momento determinado poseeria velocidad cero. El punto puede estar dentro
o fuera del sélido rigido, y puede variar en cada instante de tiempo.

Su localizacién matematica es muy sencilla, basta igualar la velocidad de un punto a

,l—)»:<_yw>_’_<UC'Mx>:O
Tw Ve My

Ccero:
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4. Indagar mas en el Sélido Rigido

( +yw ) _ ( VOMz ) :>P(_U0My7UCM:s>
—TrTw 'UC’My w w

4.3. En el plano: conceptos de base y ruleta

Una vez encontrado el centro instantidneo de rotacién, definiremos dos elementos que
coincidirdn necesariamente en éste lugar geométrico: La ruleta y la base.

Base = Base o Polar fija. Es el lugar geométrico descrito por el recorrido del centro ins-
tantaneo de rotacién respecto a un sistema de referencia inercial externo al sélido.

Ruleta = Ruleta o polar mévil. Es el lugar geométrico descrito por el recorrido del centro
instantaneo de rotacién respecto a un sistema de referencia ligado al sélido.

Comprendamos estos conceptos con tres ejemplos sencillos:

1. Cilindro sobre un plano inclinado

Figura 4.1.: Cilindro sobre un plano inclinado

En este primer caso, el Centro Instantdneo de Rotacién coincide con el punto de
contacto entre el plano y el cilindro. La base coincide con el plano inclinado y la
ruleta con la superficie del cilindro.

2. Sistema Tierra-Sol

Figura 4.2.: Sistema Tierra-Sol

En éste, el centro instantaneo de rotacién se movera junto con la Tierra a unos 400
Km en direccién al Sol. La base serd una circunferencia (no estamos considerando
que en realidad la dérbita terrestre sea eliptica) con centro en el Sol y radio hasta
el CIR, mientras que la ruleta sera otra circunferencia con centro en la Tierra y
radio hasta el CIR.
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4.3. En el plano: conceptos de base y ruleta

Figura 4.3.: Sistema Tierra-Luna

3. Sistema Tierra-Luna

Por dltimo, en el caso de la Luna orbitando y rotando alrededor de la Tierra, el
centro instantaneo de rotacion coincide con el centro de la tierra. Esto significa que
la base serd una circunferencia de radio cero (un punto) coincidente también con
el centro de la tierra, y que la ruleta sera una circunferencia con centro en la Luna
y radio hasta el centro de la tierra. Es facil entender de este modo porqué la Luna
muestra siempre la misma cara a la Tierra.

4.3.1. En el espacio: conos polhodio y herpolhodio

Cuando nos encontramos en el espacio, necesitaremos mas datos para determinar
univocamente la posicién y estado de movimiento del sélido rigido:

— — —

a=dy+& X F+& X (& X7)

Tendremos tres coordenadas en lugar de dos para los vectores de posicion. Ademds,
la velocidad angular no tendra una direccién fija.

4 Welocidad Angular

J—
"_/‘.:—.___:—_'__ﬁ_-_l— Cono Polhodio
e g .

X—\-’ -.\'\, — Cono Herpolhodio

\\ \-—'l—/— Eie de rotacicn
N /

Ny

Figura 4.4.: Conos polhodio y herpolhodio

Esta se moverd describiendo un cono al que llamaremos Cono polhodio que juega un
papel simétrico al que jugaba la ruleta en el caso bidimensional. Asimismo, igual que en
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Kovalevskaya

4. Indagar mas en el Sélido Rigido

el caso bidimensional teniamos una base sobre la que rodaba la ruleta, tendremos en el
espacio otro cono al que denominaremos Herpolhodio. El eje sobre el que se apoyan ambos
conos que recibié el nombre de eje instantdaneo de rotacién en el caso plano, serd ahora
un eje de rotacion sobre el que las particulas solo presentan movimiento de traslacion,
que podremos localizar del siguiente modo:

U S -
r:wavo—i—,uw

4.4. EIl trompo de Kovalevskaya

Sofia Kovalevskaya (1850-1891) fue una brillante matemé&tica rusa, nihi-
lista, poetisa y la primera mujer profesora en una facultad de ciencias. Su
vida es sin duda digna de la mas apasionante de las novelas. Se casd en 1868
por conveniencia (practica comin entre los nihilistas) para huir de Rusia y
poder estudiar en Heidelberg donde sélo la admitieron como oyente.

En 1870 viaja a Berlin donde pide a Weierstrass clases particulares. Trabaja con él
y en 1874 se doctord “cum laude”. Vuelve a Rusia durante un tiempo donde sigue sin
poder dar clases dedicdndose a la literatura durante un tiempo.

En 1880 vuelve al mundo de las matematicas y viaja a Paris donde conoce a Hermite,
Poincaré y Picard y es elegida miembro de la Sociedad matematica. Tres afios después es
propuesta como profesora en la universidad de Estocolmo, convirtiéndose en la primera
mujer profesora en una universidad de ciencias.

En 1886 decide ocuparse del problema matematico propuesto para el Premio Bordin
de la Academia de las Ciencias de Paris sobre la rotaciéon de un cuerpo en torno a un
punto fijo. No sélo lo gand, sino que se decidié que su solucién era tan elegante que
aumentaron en 2000 libras la cuantia del premio.

Muere tras una enfermedad en 1891.

4.4.1. Trompos que pueden estudiarse

Llamando 4 al vector unitario en la vertical inercial expresado en coordenadas del
sistema no inercial, las ecuaciones de Euler toman la forma| ]:

16+ @ x (m) — Fom X 7
F+&GxF=0 (4.1)

Para el caso mas general, las ecuaciones admiten tres integrales primeras:

vector unitario vertical Chy =4 -4 =1
1 /-
energfa Cy = 5 (I&J’) "W+ Tom Y
componente vertical del momento angular C3 = (f d)’) -y (4.2)
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4.4. El trompo de Kovalevskaya

Se puede encontrar una cuarta integral primera en los siguientes casos:

1. Trompo esférico: I} = I» = I3

Es inmediato ver que se conserva la componente de la velocidad angular que pasa
por el centro de masas.

Cy = LUFCM (4.3)

Caso de Euler-Poinsot: ropr =0

Cuando el punto fijo coincide con el centro de masas.
Oy = (m) : (m) (4.4)

Caso de Lagrange-Poisson: It = Is y oy = (0, 0, 2)

Si tenemos un trompo simétrico con el centro de gravedad a lo largo del eje vertical,
se mantendra constante la componente vertical de la velocidad angular.

Cy = w3 (4.5)

. Trompo de Kovalevskaya: I} = Io =2I3y fopr = (z, 0, 0)

Se trata de un trompo simétrico respecto al eje Z con unas proporciones determi-
nadas y cuyo centro de masas se encuentra sobre el eje X del sistema de referencia
no inercial.

Se puede llegar a encontrar! una cuarta integral primera de la forma:

Cy= <(w1 +iwg)? + 71 (71 + i’yQ)) ((wl —iwy)? 41 (41 — i'yQ)) (4.6)

'En |

| se puede ver un desarrollo bastante detallado y méds o menos asequible.
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5. Resolucion de problemas de solido rigido

5.1. Paralelepipedo libre de momentos con punto fijo .......

Un paralelepipedo homogéneo de masa m, recto, de base cuadrada de
lado a y de altura h se mueve en ausencia de fuerzas externas y de modo
que el centro O de una de sus caras cuadradas es fijo. Sean {;,j, E} tres

vectores ortonormales solidarios con el sdlido y dirigidos segiin sus aristas,
con origen en O, de forma que dicha base esta en el plano que forman iy
Los momentos principales de inercia son I, = I, = {5 (a2 + 4h2) yI,= %aQ
y los productos de inercia son todos nulos. En dicho sistema de referencia,
la velocidad angular inicial es g = (1, 0, 1). Sabiendo que a = 2v/3h,

calcular la velocidad angular en un instante ¢ tal que wot = .

Nuestro sélido es lo que hemos llamado un trompo simétrico, es decir, que tiene dos
autovalores de la matriz de inercia iguales (I, I,) y uno diferente (I).

Planteamos las ecuaciones del movimiento de Euler:

Ly + (I, — Iy)wyw, = N,
Iywy + (I — L) wyw, = Ny
Lo, + (I, — I;)wywy = N,

Aplicando a las ecuaciones de Euler las condiciones de simetria del trompo y las de
ausencia de momentos, obtenemos:

Iwy + (I, — Iy)wyw, =0
I, =1, N Ly + (I — I)wyw; =0
—~
w,=Cte
Hemos podido utilizar las simetrias en nuestro favor y librarnos de una de las coorde-

nadas de la velocidad angular.

Nos queda un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias. Atacaremos derivando
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5. Resolucion de problemas de sélido rigido

una de ellas respecto del tiempo:

prs Iy + (I; — Ip)wyw,) =0
Lotog + (I — I)ioyws
I, — 1,

I, —I,)?
7( 7 >w§w$:0

Tomando de (8.24): w, =

Wals
Substituyendo: 1,0, +

Llegamos a una ecuacion diferencial ordinaria con soluciones conocidas. Llamando
Q= IZ]_I” Wy

x

wz = D cos(Q2t + 0)
wy = Dsin(Qt + 0)

Apliquemos las condiciones iniciales para concretar las constantes D y §:

Weleg =wo = D =wp
wyl,_g=0—0=0

Finalmente, la velocidad angular en un instante cualquiera ¢ toma la forma:

wocos(t)
J=| wosin(2)
wo

5.2. Energia cinética de una barra respecto a sus extremos ..

Probar que la Energia cinética de una barra homogénea de masa m es
T = (%) (u® + @ - ¥+ 0%) donde @ y ¥ son las velocidades de los extremos.

Centraremos nuestro sistema de referencia en el centro de la barra, situando ésta a
lo largo del eje Z. Asi, las coordenadas de los extremos A y B seran respectivamente
(0,0,1/2) y (0,0,—1/2) (siendo [ la longitud de la barra).

La barra posee simetria axial respecto al eje z, por lo que dicho eje serd un eje principal.
Los otros dos ejes X e Y seran equivalentes.

Los momentos de inercia respecto a los ejes X e Y serdn iguales tendran la forma:
Il = IQ = lemlz

En cuanto al momento de inercia respecto al eje Z, lo despreciaremos, ya que si hemos
despreciado el grosor de la barra, significa que toda la densidad de masa estd concentrada
en el mismo eje: I3 =0
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5.3. Cilindro, muelle y plano inclinado .......................

Asi, la matriz de inercia toma la forma:

L 0 0 Smi> 0 0
I=[ 0 L 0 |= 0 Hmi? 0
0 0 I 0 0 0

La expresion de la energia cinética toma la forma:

T,= imi? = %m(%ﬁ)z
+
T Lmi? 0 0 w1
) T = %w[w = %( Wi w2 w3 ) 0 1—12ml2 0 wo
0 0 0 w3
= %%mﬂ(w% + ‘*{3)

Para que la barra sea inextensible:

wyz—(u1—v
WyZ — Wyl = U — V] — Wy = ~L—A—2 (u1—v1)

U—T=wxX(FA—TB) = wr —wyz = Uy — Vg — w, = 7‘*’”“'@2_”2)

Wzl — WyT = Uz — V3

wez + (ug — v2) _ wyz - (ug —v1) Sy = — (ug — v2)y B (ug — 1)z e
z Y z z

(ug —v1)x + (ug —v2)y + (us —v3)z =0

Ya que no interviene en la expresion de la energia cinética una vez despreciado el
grosor de la barra, demos el valor cero a la componente Z de la velocidad angular w,:

1L ey o 1L e ((Cuerw)) | (o)
Tr=gpmt @ twy) =g m 2 T2

T=T,+T, = ém ((u1 +01)* + (u2 + v2)?) + 2*14771 (((—u2 +v2))” + ((w — vl))Q) =

T =" (uf + uiv1 + v% + u3 + ugva + v3)

5.3. Cilindro, muelle y plano inclinado ......................

Pongamos un cilindro sobre un plano inclinado sobre el que rodard sin
deslizar| |. Hagdmoslo pender de un muelle por la parte superior del
modo en que se muestra en el esquema:

Analicemos en primer lugar los grados de libertad del sistema para elegir unas coor-
denadas generalizadas. El cilindro tendria tres grados de libertad en principio que co-
rresponderian con las coordenadas x e y de traslacién y la coordenada ¢ de rotacion del
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5. Resolucion de problemas de sélido rigido
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Figura 5.1.: Caso practico para movimiento bidimensional

sélido. El plano inclinado es la primera ligadura que nos elimina una de las coordenadas
de traslacién con sélo tomar apropiadamente el sistema de referencia con un eje paralelo
al plano. Digamos que nos quedamos con la coordenada x

Otra ligadura nos la da la condiciéon de no deslizamiento, que auna la coordenada de
rotacion con la de traslacion: x = Ry , donde R es el radio del cilindro.

Con todo nos hemos quedado con un sélo grado de libertad. Llamaremos = a la dis-
tancia desde el centro de masas del cilindro o el centro instantdneo de rotacion hasta el
punto de elongacién nula del muelle.

Podemos utilizar como eje de referencia el centro de masas o el centro instantaneo
de rotacién. Segun el eje elegido, encontraremos una diferencia formal que no deberia
afectar al resultado final.

Haremos de todas formas ambas variantes para ver como se desarrolla el problema
paso a paso.

1. Respecto al CENTRO INSTANTANEO DE ROTACION:

Si estamos "montados”sobre el eje instantaneo de rotacién, la energia cinética to-
mard la forma de la expresién: T = %Iow2, en la que el momento de inercia de
un cilindro respecto de un eje que pase por el centro de masas viene dado por la
expresion: I, = %mR2 , v aplicando el teorema de Steiner podemos calcular dicho
momento respecto al eje instantaneo de rotacién: Iy = I, + mR? = %mR2

Metiendo esto en la expresion de la energia cinética:

3 3
T = ZmR2w2 = Zm:tQ

2. Respecto al CENTRO DE MASAS:

La expresiéon de la energia cinética respecto al eje que pasa por el centro de masas
tomara una forma diferente: T' = %mvf + %Ich. Ahora el momento de inercia
responde a la expresion: I, = %mR2, con lo que, finalmente:

1 11 3

T = §mx'2 + §§mR2w2 = me
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5.3. Cilindro, muelle y plano inclinado .......................

Llegamos, por tanto a la misma expresién por ambos caminos para la energia cinética.
El resto del andlisis se desarrollara idénticamente para ambos planteamientos:

En cuanto al potencial, tendremos que ponerle dos sumandos, el del potencial gravi-
tatorio y el del potencial central del muelle:

1
U= ika + mgzsen(a)
(En la expresion del potencial van implicitas las ligaduras del plano inclinado.)
Ya tenemos la expresion del Lagrangiano, que meteremos en la ecuacién de Lagrange
y sacaremos en un momento las ecuaciones del movimiento (en éste caso una unica
ecuacién para un unico grado de libertad):

1
L=T-U= %mfc2 — §k::c2 — mgxsen(a)
d
dt((;g—gs:()é %mj&—km—mgsen(a):0
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6. Fenomenologia

6.1. Harmonices Mundi

El universo es indiscutiblemente arménico. Desde la inmensa sinfonia que disfrutan
escuchando los astrénomos hasta los caprichosos e impredecibles bailecillos cuénticos
que se convierten en coreografias tremendamente ricas en los cristales. La dptica, el
electromagnetismo e incluso la termologia llegan antes o después a descubrir esa sutil
armonia que lo rige todo.

Es como si el universo hubiese sido interpretado por un Paganini encaprichado en
esconder tras complejisimos arpeggios una melodia sencilla y pegadiza.

La mitsica es algo capaz de conmover a todo el mundo, hay algo metafisico escondido
tras el movimiento armonico, las frecuencias y oscilaciones que hacen a la musica ser
la méas universal de las artes. En ocasiones parece como si nuestros modos normales
internos entrasen en resonancia de alguna manera con los modos compuestos por uno u
otro musico.

Paul McCartney respondié en cierta ocasiéon a una periodista que le preguntaba cudl
era el secreto del éxito de los Beatles diciendo que el ritmo béasico con el que componian
sus canciones era el ritmo de los latidos del corazén.

. Es descabellado pensar que el acoplo entre la frecuencia de la bateria de Ringo y los
latidos de nuestro corazén pudiese producir algtin tipo de resonancia que afecte a nuestros
biorritmos? ;Podria haber una explicacién fisica a la sensacién de alegria, melancolia e
incluso éxtasis que la musica puede transmitirnos?

6.2. ;Y qué tiene de fascinante un péndulo?

Suele contarse que todo comenzd con un aburrido Galileo oyendo misa en la catedral
de Pisa (una breve y divertida historia de los descubrimientos de Galileo mas detallada
en [ ]) Una ldmpara que habia sido empujada por un monaguillo al encenderla
comenzdé a describir unas oscilaciones que sin duda tenian mas interés para Galileo que
las palabras del sacerdote. Midié el periodo de las oscilaciones de la lampara usando
como reloj los latidos de su corazén y quedd fascinado al comprobar que aunque las
oscilaciones descritas por la lampara eran cada vez menores, dicho periodo se mantenia
tozudamente constante.

Al llegar a casa, amarré una piedra a una cuerda y la colgd del techo para observar su
movimiento. Lo hizo con diferentes cuerdas y piedras y su sorpresa no pudo ser mayor
al descubrir que tampoco importaba lo gorda que fuese la piedra, sino inicamente de la
longitud de la cuerda.
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Pensemos en el problema e imaginemos el péndulo como una masa y una cuerda. ; Cudl
es el elemento méas importante? Es gracioso que cuando dibujamos el péndulo lo que mas
se vea sea la masa y que incluso al plantear el problema en un formalismo Lagrangiano
nos pongamos a escribir directamente la expresién de las energias cinética y potencial
dejando implicitas las ecuaciones de ligadura.

iPero si la ligadura es lo Unico que importa! jAcaso Galileo supo verlo y nosotros,
sabiéndolo de antemano, no somos capaces a darnos cuenta?

Antes de abandonar definitivamente su carrera como médico, Galileo dejé su legado
en ese mundo con el “pulsémetro”, que no era mas que usar el péndulo como regla
de medida para tomar el pulso a los pacientes. Invirtié el proceso que comenzara en la
catedral.

El péndulo fue el sistema experimental que inspird las leyes de caida de los cuerpos
de Galileo, rompiendo por fin la idea aristotélica de que una bola de hierro caeria mas
rapido que una de madera. Habia nacido el nuevo paradigma, “la edad del péndulo”.

Naturalmente, luego llegarian los famosos (aunque supuestamente ficticios) experimen-
tos de Galileo arrojando pesos desde la torre de Pisa, aunque eso fue sélo un segundo
plato, quiza méas adornado y aplaudido, pero nada interesante comparado con la magni-
ficencia de un péndulo.

Observar lo que Galileo supuestamente mostré desde la torre de Pisa era muy compli-
cado. Las cosas caian demasiado rapido por aquel entonces.

Las ligaduras (las del péndulo y las del plano inclinado) fueron las que permitieron a
Galileo hacer caer los cuerpos lo suficientemente despacio como para tomar medidas con
una “clepsidra”; estudiar su dinamica y predecir lo que sucederia al arrojarlos desde la
torre de Pisa.

6.3. Oscilador armoénico simple
Como empieza a vislumbrarse, la base de todo nuestro estudio es el oscilador arménico

simple, es decir, una masa y un potencial tipo Hooke. Veamos un tratamiento matematico
basico de este tipo de sistemas.

6.3.1. Oscilador arménico unidimensional

Una manera de definir un oscilador, un movimiento arménico, es decir que tendra
un tiempo caracteristico al que llamaremos periodo (7) en el que el sistema vuelve al
estado de movimiento inicial:

z(t+T) =z(t) (6.1)

Aplicando Lagrange sobre dicho sistema, y considerando para simplificar que el origen
de coordenadas coincide con el minimo de potencial (U(z = 0) = 0):
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6.3. Oscilador arménico simple

T(z) = %me

U(z) = %ka

L=T-U
doL oL

Obtenemos facilmente la ecuacién de movimiento:

mi 4+ kx =0 (6.3)
Llamando w = 2% = \/% a la frecuencia, que es un pardmetro inversamente propor-

cional al periodo,

F+uwiz=0 (6.4)

Las soluciones para este tipo de potencial son de tipo armonico, estan bien estudiadas
y son sencillas de tratar:

Oscilador unidimensional

x = Asin(wt)
6 una c. lineal: z(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) (6.5)
x = Acos(wt)

6.3.2. Oscilador bidimensional anisétropo

Al anadir una segunda dimensién y no considerar isotropia (la constante recuperadora
depende de la direccién), hemos de considerar una constante recuperadora diferente
para cada dimension, es decir, dos curvaturas diferentes en la geometria del potencial
(ver ilustracion 6.1):

Ulz,y) = %(lmﬁ + kay?) (6.6)

En este caso, al aplicar Lagrange con las cooordenadas generalizadas x e y bien elegi-
das, obtendremos dos soluciones desacopladas:

Oscilador bidimensional

(6.7)

i+wlz=0 — x=Cicos(wit+d1) . Cicos(wit + 1)
7+ w%y =0 — y=Cycos(wat+ d2) o

Cycos(wat + 2)
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400

300

Figura 6.1.: Potencial bidimensional anisétropo

Al decir que las soluciones estan desacopladas queremos expresar que el sistema se
mueve como superposicion de dos sistemas unidimensionales méas simples. Esta sera la
base de casi todo nuestro trabajo posterior, donde trataremos de encontrar esas coor-
denadas que simplifican el problema separandolo en problemas més simples (divide y
venceras) con las que la naturaleza parece construir el universo.
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7. Sintetizacion

En este bloque vamos a buscar un proceso sistematico que permita desmembrar a
la propia naturaleza. El universo que vamos a construir no pretende ser en general un
reflejo fiel de la realidad objetiva sino una serie de metaforas lo més sencillas y elegantes
posible de un sistema que parece ser demasiado complejo para estudiarlo de un plumaszo.

7.1. Muelles, masas y paredes

Continuamente dibujaremos diagramas con muelles, masas y paredes. En general, no
tenemos por qué estar hablando de muelles fisicos sino de interacciones de tipo arménico
entre particulas.

Un muelle real tiene masa y por ello adopta forma de catenaria' bajo la accién
de la gravedad. Ademéds posee unos ciertos limites a su elasticidad impuestos por su
configuracién para elongaciones demasiado pequenas y por el limite eldstico (entrada en
el régimen pldstico) para elongaciones demasiado grandes.

Nuestros muelles idealizados actuaran en régimen elastico para toda la recta real
de sus elongaciones.

Como hemos comentado, hay muchos sistemas en la naturaleza que podemos sintetizar
como si se tratase de paredes, masas y muelles con una cierta pérdida de precisiéon en
algunos casos (en los que hablaremos de una primera aproximacién de tipo arménico) o
como un simple ejercicio de abstraccién.

Vamos a construir universos absolutamente inexistentes cuya tnica conexién con la
realidad objetiva pasa por las leyes matematicas que rigen su movimiento. Es un proceso
de abstraccién bastante fuerte que en algunos casos resultard intuitivo pero en muchos
otros no y que nos permitira hacernos al menos con una idea en una primera aproximacién
de cémo va a reaccionar la naturaleza bajo determinadas circunstancias.

Habra casos en que la matemética no sepa darnos una respuesta elegante al problema
completo y tengamos que acudir a un modelo abstracto maés sencillo que si sea capaz de
darnos respuestas parciales o aproximadas acerca del sistema objeto de estudio.

1Se llama catenaria a la curva matemética descrita por un hilo pesado, homogéneo y de seccién constante,
suspendido por sus extremos y sometido a la accién de la gravedad:

x
y(z) =ccosh (E)
Ta T“L—M:% (7.1)

A Mg
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7. Sintetizacion

7.2. Potenciales

Un muelle ideal en nuestras construcciones se corresponde con un potencial armé-
potencial arménico nico, es decir, de la forma:

Figura 7.1.: Topologia del potencial arménico con k

Donde z es la separacién respecto a la posiciéon de equilibrio y &, que tipicamente se
corresponde con la constante elastica del muelle, describe el grado de confinamiento por
energia. A mayor k el potencial se hace mas estrecho y pronunciado y las oscilaciones
para una misma energia seran de menor amplitud.

Sin embargo, sabemos que hay potenciales exdticos en la naturaleza que no tienen por
qué parecerse a un potencial armoénico. En general vamos a poder aproximarlos por uno
de este tipo a través de un desarrollo en serie de Taylor siempre y cuando las oscilaciones
descritas (el rango de energias) sean suficientemente pequenas.

Veamos como ejemplo un par de potenciales no arménicos:

1. Ux) = 2*
Este potencial es en realidad intrinsecamente anarmonico.
2. Ux) = |z

En este caso, el potencial no es derivable en = 0 por lo que no existe un desarrollo
en serie de Taylor en torno a dicho punto.
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7.2. Potenciales

Figura 7.2.: Potenciales exdticos

7.2.1. Equilibrio

Cuando nos encontramos con un potencial arbitrario, lo mas inmediato que se nos
ocurre hacer para estudiarlo es buscar sus puntos criticos, de los que especialmente nos
interesan los extremos porque constituirdn los puntos de equilibrio en torno a los puntos de equilibrio

cuales se produciran las oscilaciones.

ANVE) nestabilidad

—_

q

Figura 7.3.: Topologia de un potencial

La forma de buscar estos puntos de equilibrio es bien conocida:

Puntos de equilibrio

oU
U:U(l‘z)—)a EO—)ZEO
T
0*U
> 0;Vi,7 — minimo — equilibrio estable
8.%‘81’]‘ o
0*U
< 0;Vi, 7 — maximo — equilirio inestable
8$ia$]‘ Zo
92U <0
=0 , — punto de inflexién, silla... (7.2)
E)xiaxj 2o >0
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7.2.2. Aproximacion por potencial armdnico

Una vez hemos localizado los puntos de equilibrio estables, vamos a describir pequenas
oscilaciones en torno a los mismos. Hemos titulado el bloque como oscilaciones pequenas.
.. Como de pequenas deben ser, pues, esas oscilaciones? La respuesta esta en el potencial
que tengamos y cuanto se parezca a un potencial armoénico.

258 T T T

Arndnico
2K _+H

H_cos{x/4y ———

2688

1568

188

a8

-188 L L L
=18 -5 a 5 18

Figura 7.4.: Cerca del punto de equilibrio los potenciales se confunden

Como vemos en la figura 7.4 podemos tener potenciales que para oscilaciones sufi-
cientemente pequenas se comporten perfectamente como armdnicos mientras que para
oscilaciones grandes ni siquiera se comporten de un modo oscilatorio.

62 Mecénica lagrangiana 0.8.0




8. Construccion del universo

8.1. Péndulos acoplados

Nuestro primer universo va a constar de dos masas iguales m unidas por tres muelles
sin masa y de constante eldstica k a dos paredes (m = o0)

WMWE

Figura 8.1.: Sistema de dos masas

En realidad, al plantear este sistema no queremos hablar de muelles sino de particu-
las que reaccionan armoénicamente. Los muelles son sélo una metafora para representar
potenciales armédnicos.

Veamos con un estudio Lagrangiano como se comporta el sistema ante pequenas per-
turbaciones.

8.1.1. Coordenadas generalizadas

El sistema tendria tres grados de libertad por cada una de las masas puntuales que lo
componen. Por el modo de activacién limitamos al movimiento en una séla dimensién
quedédndonos con un grado de libertad para cada particula.

Parece razonable utilizar como coordenadas generalizadas las separaciones de estas
masas de sus respectivos puntos de equilibrio (z1 y x2).

8.1.2. Energia potencial

La energia potencial serd de tipo eldstico. La plantearemos en tres términos (uno por

cada muelle) de la siguiente manera:

1 1 1
U= 51{:3:% + 51{: (z1 — x2)? + ik‘x% =k (JE% + 23 — T122) (8.1)

8.1.3. Energia cinética

El término de energia cinética es si cabe mas simple que el potencial.

T = %m (% + 43) (8.2)

Se trata sencillamente de las energias cinéticas correspondientes a cada particula.
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8.1.4. Lagrangiano y ecuaciones de movimiento

Con ambos términos podemos atacar al Lagrangiano y buscar las ecuaciones de mo-
vimiento:

1
L=T-U-= Qm(q:%qu%) fk(x%+:pgfx1x2)
doL oL
Sumando — m (&1 + Z2) + k (z1 + 22)

U=2x1+To = U=2T|+ T2
. k
mii+ ku =0 — w} = —
m

Restando — m (#1 — Z2) + k (3x1 — 3x2)
U:$1—$2—>i}:i'1—fi‘2

3k
mi + 3kv =0 — ws = — (8.3)
m

8.1.5. Coordenadas normales

De manera natural nos han aparecido dos ecuaciones diferenciales correspondientes a
sendos osciladores arménicos pero referidas a unas coordenadas que no son las que no-
sotros habiamos propuesto en un principio. Hemos encontrado unas coordenadas gene-
ralizadas que no nos parecian en absoluto intuitivas en un principio pero que simplifican
el problema hasta tal punto que parecen ser las coordenadas que la propia naturaleza
maneja.

Las ecuaciones de transformacioén para estas coordenadas son:

u+v U — v
Veamos céomo funciona Lagrange con ellas:
_1 1 .2 .2 .. 1 .9 2 o .
L=-m (u + +2uv)—|— (u + v 2uv)
2 4 4
1
—k <4 (u2+v2+2uv) +Z (u2+v2—2uv)> =
Lm 9 .o Lk 2 2
=5 5 @) -5 5 (W) =
~~ ~~
Ma ka
1 1 1,28 1A
= imal'LQ — ikauz + 5 mg ’l'}2 - 5 Bka ’1)2 (85)

Esta claro que el sistema se desacopla en dos osciladores arménicos asociado cada uno
a su respectiva coordenada u 6 v.
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8.1. Péndulos acoplados

A estos subsistemas en que se descompone el sistema inicial los denominaremos con
el apellido “normales”, hablando por tanto de coordenadas, frecuencias y modos
normales de vibracion.

Ky
wi=—">

2.

= wj (8.6)

[SV)]
N
[\

Una vez hemos descubierto que existen unas coordenadas capaces de desacoplar el
sistema en una serie de subsistemas mucho mas sencillos, es inmediato ponerse a buscar
la légica que rige la elecciéon de esas coordenadas para sistemdaticamente buscarlas y
utilizarlas.

8.1.6. El algebra de las masas y los muelles
Volvamos al resultado que obtuvimos en 8.3 y ordenémoslo de una forma inteligente:

mi + 0§ + 2kx — ky =0
0% +my — kx +2ky =0

() () (5 a)()-(6) e

Los términos cruzados de la ecuacién son los que producen los términos no diagonales
en la matriz elastica y los que producen el acoplamiento.

En definitiva nos quedamos con una ecuacién diferencial que en forma matricial es un
perfecto oscilador arménico.

donde@’z(i)

Propongamos una solucién armonica de tipo sinusoidal:

Mi+Kg=0 (8.8)

7= Acos (wt+ ¢) (8.9)

Estamos proponiendo una solucién bastante peculiar con un término arménico comuin
a todos los subsistemas.
Introduciéndolo en la ecuacion 8.8:

— Mw?Acos (wt + ¢) + K Acos (wt + ¢) =0
(f( - Mw2) A=0 (8.10)
Esta ecuacién tiene una solucién para A=0 que corresponde con todo el sistema en

equilibrio. Si esto no se cumple, estamos ante una ecuacién de autovalores normalizada
a través de M:

e 2| 2k — mw? —k _
‘K Mw‘-O—)’ T =0 (8.11)
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Los autovalores que obtenemos se corresponden con las frecuencias normales:

= (8.12)

k
;w%:?)%

k

w Al

m

El dlgebra nos dice que habréd tantas frecuencias como grados de libertad tenga el
sistema (con posibilidad de degeneracién)

Una misteriosa inercia algebréica nos pide que busquemos los autovectores del sistema:

m -k k
«

(4 ) (3)-(2) -

N, 1
AAMA =1 —sa=+——
V2m
k . N — —
w3 =3 oK — Mu* = < _Z _Z)

—k —k o 0
(o ) (5)-(0)=o-
fngA’Qz1—>a:iL

V2m (8.13)

wgzkﬁf(_mzz( b —’f)
0
0

Con todo, la matriz de autovalores se nos queda como:

A= i\/;m ( 1 _11 > (8.14)

Las posibles soluciones del sistema seran:
q; = A cos (wit + ¢) (8.15)

8.1.7. Modos normales

Obtendremos una solucién con una elongacién del mismo signo (fL) para ambas masas
y una frecuencia caracteristica wi; = % que es el equivalente a que cada una de las masas
oscilase séla en su propio universo.

La otra solucién impone elongaciones de signo opuesto ([fg) a ambas masas y una
frecuencia tres veces mayor (wp = 3%) En este caso las masas se desplazan en todo
momento tendiendo a acercarse o a alejarse entre si.
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8.2. Atacando al sistema mas general

) cos (w1t + @) 5 : )
1

(o) -=(

, " XoRels
( ) =+ ( m > cos (wat + @) 3 5
Y72 “Vam /o

Estos dos casos son los dos modos normales de vibracion del sistema, y la solucion
mas general del problema serd una combinacién lineal de ambos.

(8.16)

e

8.2. Atacando al sistema mas general

Veamos paso a paso céomo atacar mediante la aproximacién de oscilaciones pequenas
a un sistema lo mas general posible.

8.2.1. Energia potencial y cinética

Lo primero es estudiar la topologia del potencial como vimos en la seccién 7.2.1:

8g = 0 — Equilibrio en q? (8.17)

J

Desarrollando en serie de Taylor el término de potencial obtenemos:

U(d), 43, a5)+ = 0 Origen de potencial
0 0
+Zi(%> (Qj—qg)Jr EO%(%) =0
U(ql,...,qn)% ) 02U 0
T30 <aqiaqj> (¢ —aj) (¢ — @) +
+--- —0
(8.18)
Utilizando como coordenadas generalizadas los desplazamientos respecto al equilibrio:
k11 m
1 o0*U 1 1.
U:— _— N = — ‘. . :7_’K_‘t
7o Enn TIn

(8.19)
En cuanto a la energia cinética, consideraremos que tratamos sistemas naturales, es
decir:

1. .
T=To+T+To=T, = 5nMﬁf (8.20)
. o 02T 0 . , .
La matriz de masas la formamos como M = ( o, am) . Por la isotropia del espacio

http://alqua.org/documents/LAG 67

modos normales de vibra-
cién

matriz de masas


http://alqua.org/documents/LAG

8. Construccion del universo

. o« o, 2 2
en nuestro universo, se cumple la condicion de Schwartz 82_ gq; - = 85’7)-577- que nos
1 UT]4 5 7

dice que la matriz de masas serd simétrica y por tanto diagonalizable sin pérdida de
generalidad.
8.2.2. Lagrange

Atacando de este modo a Lagrange:

1o~ 1.~
L= 5nMﬁt — 5nKﬁt (8.21)

Como vimos en 8.1.6 para un caso con dos grados de libertad!, las ecuaciones de
Lagrange nos llevan a unas ecuaciones de movimiento bien elegantes de la forma:

Mi+ Kij=0 (8.22)
Esta ecuacién se parece bastante a la del oscilador arménico, pero se hace necesaria
autovalores una linealizaciéon que hemos de hacer a través de un problema de autovalores:
(K - Mw2) A=0— MKA, = wli, (8.23)
frecuencias normales donde los autovalores seran los cuadrados de las frecuencias normales wz y los

autovectores Ay se corresponderan con las coordenadas normales Q) asociadas a cada
frecuencia normal una vez ortonormalizadas a través de la matriz de masas:

Ay A A1n
A= : - .

En Anl Ann
w? 0 0

AKATY = o - ¢
0 0 w?

AMA™' =1

Qr =A'M (8.24)

8.3. Método sistematico de ataque

Con lo que hemos visto, podemos definir un método sistematico para atacar cualquier
sistema:

1. Planteamiento del potencial y bisqueda de posiciones de equilibrio. Matriz eldstica
K.

oUu 0*U
— Uy _ g 2
U U(q)—>aqi O—>(8q§>®>0 (8.25)

!Estamos haciendo induccién para generalizar.
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8.3. Método sistematico de ataque

. 0*U
K K. — 2
— 1] <8Qi8Qj>(jO (8 6)

2. Planteamiento de la energia cinética y el lagrangiano.Matriz de masas M.
0¢;04;

2
M—>Mij=< ) > (8.27)
do

3. Problema de autovalores: obtencién de frecuencias normales.

‘K—MwQ‘:O—)wk (8.28)

4. Obtencién de autovectores A: modos normales.

w? 0 0
(& - 31?) & =G saii = [ o -
0 0 w¥
A;MAS =5 (8.29)
5. Coordenadas normales @ -
Q=AM (8.30)

http://alqua.org/documents/LAG 69



http://alqua.org/documents/LAG




9. Rumbo al continuo

Lo que hemos visto hasta ahora eran problemas que ya se habian estudiado aunque
con menos profundidad. Podriamos haberlos estudiado sin necesidad de plantear estos
formalismos.

Ahora vamos a atacar problemas mas complejos que nos muestren una mayor riqueza
fisica y fenomenolégica y nos ayuden a adentrarnos en la intimidad arménica del universo.

9.1. EIl problema de los tres cuerpos

Siempre es divertido y enriquecedor estudiar un problema clasico muy complejo (inclu-
so irresoluble) sometiéndolo a unas determinadas condiciones que nos permitan llegar a
alguna conclusién a un precio razonable. En este caso vamos a hacer una aproximacién al
problema de los tres cuerpos considerando que se hallan situados sobre una circunferencia
y se comunican entre si mediante sencillos potenciales armonicos.

Figura 9.1.: Molécula triatémica

Puede parecer una aproximacion muy burda para el problema clésico de los tres cuer-
pos vistos como esferas celestes, pero si pensamos en moléculas triatémicas, por ejem-
plo, puede que la aproximacion no sea tan descabellada.

Tenemos, por tanto, tres masas (iguales por simplicidad) obligadas a moverse a lo
largo de una circunferencia de radio R y acopladas entre si a través de tres potenciales
(también iguales). Parece sensato tomar como coordenadas generalizadas los desplaza-
mientos respecto a las posiciones de equilibrio 61,62 y 63 (la posicién de equilibrio se dara
cuando el tridngulo formado por las tres masas sea equilatero).

9.1.1. Matrices de masas y potenciales

Planteamos las energias cinética y potencial para obtener desde ellas las matrices de
masas y potencial.
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9. Rumbo al continuo

1 o
T :imRQ (0% + 63 + 93)

1
U =5kB (61— 62)° + (02— 0:)° + (05— 61)°)

1 ) ) ) 1
L =-mR> (e% - eg) — ZkR? ((91 —02)% + (0 — 05)% + (05 — 01)2)
2 2
aT

j
2
T
a. T :mR25¢j
90,;00;
A 1 00 m 0 0
M=mR*| 010 |=R* 0 m 0
00 1 0 0 m
oU
2, =kR?(20; — 0j-1 — 0;41)
PU  [i=j — 2kR?
00;00; | i#j — —kR?
A 2k —k —k
K=R*| -k 2t —k (9.1)
—k —k 2k

9.1.2. Frecuencias y modos normales

Planteando el problema de autovalores:

K- Muﬂ’ =0 — R°mw? (mw2 - 3k)2 =0 (9.2)

Obtenemos una primera frecuencia normal que es idénticamente cero w; = 0. Se trata
de una solucién un tanto insipida pero necesaria, que es que todas las masas se muevan
con una misma velocidad en un mismo sentido manteniendo sus distancias relativas
invariantes.

Figura 9.2.: Modos normales de la molécula triatémica

Las otras dos soluciones estdn degeneradas en una séla wy = w3 = 3%, pues repre-
senta dos modos de oscilacion con una perfecta simetria especular.
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9.1. El problema de los tres cuerpos

9.1.3. jUn grillén de cuerpos!

Es interesante ver como este formalismo nos permite atacar de un modo sencillo un
problema a priori complejo. Sabemos que no somos capaces de estudiar un sistema de
mas de dos cuerpos sin algun tipo de aproximacion. Acabamos de resolver este problema
con tres cuerpos. jSeremos capaces de resolverlo para cuatro? ;Y para diez? ;Y para
mil? ;Y para un trillén? ;Y para un grillén' de cuerpos?

La primera imagen que se nos puede venir a la cabeza es la de una matriz verdadera-
mente monstruosa y la séla idea de tener que diagonalizarla a mano podria producirnos
un paro cardiaco. Quizad un ordenador seria capaz de manejar algo grande, pero seguro
que llegaria un limite en que ningtin ordenador fuese capaz de resolverla a lo largo de
toda la edad del universo.

Pero hay algo que los ordenadores no saben computar, y es que, como buenos magos,
siempre tenemos una sorpresa escondida en la chistera.

Quiza ya nos hemos percatado de la simetria que aparecio en el caso de tres cuerpos
cuando dos autofrecuencias se degeneraron. ;Habria muchas autofrecuencias degeneradas
en un problema con mil cuerpos? jPodremos encontrar un orden, una serie de simetrias,
en ese aparente maremagnum que nos ayude a atacarlo?

9.1.4. En busca del orden

Planteemos qué aspecto tendria el lagrangiano para un grillén de cuerpos:

1 1, 1 1
c:5mR%+~~+7mw3—jﬁ%m—ﬂg%~u—§mﬁwn—%ﬂf (9.3)

Al plantear las ecuaciones de Lagrange:

d oL or N

_—— = n — 20, — 0,1 —0, = 4

dt@q‘n aqn 0— mR°0, + m R ( 0 0 1 0 +1) 0 (9 )
wg

Obtenemos, por tanto, la siguiente ecuacién de movimiento:

On + w2 (20, — 0p_1 — 0, 11) =0 (9.5)

donde ha desaparecido el radio de nuestras ecuaciones (existe una invariancia de escala).
Aunque no es exactamente la ecuacién de un oscilador se parece mucho, asi que parece
bastante razonable plantear soluciones del tipo 0,,(t) = —A,, cos (wt + ¢):

w2 A,, cos (Wt + @) + wi (=24, cos (wt + @) + Ap_1 cos (Wt + ¢) + Apy1cos(wt +¢)) =0
(9.6)
Simplificando cosenos:

1Un grillén no es una cantidad, sélo una forma divertida de decir N.
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2
W Ay + Wi (245 + An_1 + Ang1) =0 — A, (ZQ - 2> F A+ Ap =0 (9.7)
0

Introduciendo un nuevo orden de armonia en las amplitudes:

A, = Asinnaa € R (9.8)

Llegamos a:

2
Y —242cosa | sin (na) =0 (9.9)
w

Aqui encontramos una primera solucién cuando sin (na) = 0. Eso implicaria A,, = 0,
es decir, que todas las particulas estuviesen en todo momento en el punto de equilibrio.
Es de nuevo una de esas soluciones que nos pueden parecer un tanto obvias pero que son
muy necesarias para comprobar que vamos por el buen camino.

Buscandole las cosquillas al otro término llegamos a encontrar la otra condicién para
que haya soluciones:

w? = 4w sin? % (9.10)

Lo ma&s sorprendente y que en seguida salta a la vista es que no hay n, es decir,
que parece dar igual que estemos hablando de la primera o de la grillonesimoprimera
particula.

Asi a lo tonto, se nos ocurre pensar... No, no hay una particula grillonésimoprimera,
sélo teniamos un grillén de particulas. La particula grillonésimoprimera es, en realidad de
nuevo la primera de nuestra cuenta, porque el sistema se cerraba en una circunferencia.

Pongamos eso como condicién de contorno para sacar «:

AN cos (wt + ¢) = Ay cos (wt + ¢)

Asin (N +1)a) = Asina

sin Na cos a 4 cos Nasin a = sin «

simNa=0— Na=2prpelZ
2pm

o= £

N (9.11)

Con esto ya podemos conocer la relacién entre las frecuencias wy y w (que como ahora
vemos que dependerd de este pardmetro p lo llamaremos wy,) y sacar con ello una solucién
general definitiva.
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9.2. Cuerda vibrante de particulas discretas

Solucién para N cuerpos

2
w? = 4uf sin’ (?) (9.12)

0,(t) = Asin <2p7rn

> cos (wpt + @) (9.13)

Cuando p = 0 tenemos la soluciéon de que ya hablamos con todos los cuerpos en

equilibrio. Todas las N soluciones que deberiamos encontrar, las encontraremos para
valores de p=0,...,N — 1.

9.2. Cuerda vibrante de particulas discretas

Consideremos un sistema consistente en una cuerda amadsica sobre la que situamos n
masas iguales y equidistantes.

'
St

| Q-==rmmmmmmmne—

Figura 9.3.: Cuerda amasica con n particulas iguales equidistantes

Deformaremos la cuerda perpendicularmente tomando las siguientes referencias para
medir la deformacién:

Figura 9.4.: Deformacién de la cuerda vibrante

Basandonos en los pardametros indicados en la figura 9.4 tomaremos las siguientes

coordenadas, donde [ serd la longitud del tramo de cuerda una vez deformada, y «; el
angulo que se deforma:
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l/ lp

cos(ay)

ly—1
o 9.14
P=1 cos(ap_1) (9.14)

Para angulos pequenios, las aproximaciones trigonométricas que tomaremos seran:

sen(ap) = ap + ...

cosgap) ~ 1 —1%042129 +... (9.15)
cos(ay) ~1+ 2% +..

Asi, el incremento de la distancia entre dos particulas:

2
Al=1'—]= z% (9.16)

Las fuerzas que actuan en el sistema dependeran de la tension T a que esté sometida
la cuerda:

Longitudinal: F, = T'cos(oy,) — Tcos(ap—1) = %T(af, — 0412971) ~ 0

Transversal: Fy, = T'sin(ay,) — T'sin(op—1) = Ttg(ay) — Ttg(ap—1) = F)p (9.17)
Aplicando a F), las aproximaciones trigonométricas de que hemos hablado:
T T
F, = T(yp—&-l —Yp) — 7(yp — Yp-1) (9.18)

Aplicando Newton sobre dichas fuerzas, obtendremos la ecuacién de movimiento para
una particula genérica p:

d?yp . T T
mwyp + mep ol (Yp1 +Yp—1) =0 (9.19)
=w?

En esta ultima expresion podemos identificar el término % como una frecuencia ca-

racteristica wg, con lo que nos queda la ecuacién diferencial:
ijp + 2w3Yp — Wi (Ypr1 + Yp—1) = 0 (9.20)
9.2.1. Caso de una sola particula

Las condiciones de contorno a aplicar en este caso sobre 9.20 son:

Yp—1 = Yp+1 = 0 (9.21)

Aplicédndolas:
i = —2wiy (9.22)

Encontramos un s6lo modo normal de oscilacién, correspondiente a w = 4/ % = v 2wp.
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9.2. Cuerda vibrante de particulas discretas

9.2.2. Caso de dos particulas

Las condiciones de contorno a aplicar en este caso sobre 9.20 son:

Yo=y3=0 (9.23)

Figura 9.5.: Cuerda vibrante con 2 particulas
Aplicdndolas, obtenemos 2 ecuaciones:
i + 2wy — wiy2 =0
i + 2wiys — wiyr =0 (9.24)
Encontramos en este caso dos modos normales de oscilacion, correspondientes a

w1 = wp 3 wa = V3w (9.25)

9.2.3. La cuerda del grillén de particulas

Para atacar al caso de un numero arbitrario de particulas, vamos a comenzar consi-
derando que las soluciones que obtengamos tendran la forma y, = Apcos(wt).

De este modo, introduciremos dichas soluciones genéricas en la ecuacién de movimiento
y veamos qué obtenemos:

Up = —wApsin(wt) Up = —wQApcos(wt)

(*L«)Q + 2(.«)8)141 — wg(AQ + Ag) =0
: (9.26)

2

(0 + 2B) Ay — (i1 + Ay 1) =0 ¢ Aeeiphems el

(—w2 + 2&)3)14]\[ — wg(AN_H + AN—l) =0

Ahora hagamos otra hipétesis: A, = Asin(pa). Con ello, y metiendo las condiciones
frontera Ag = Any11 = 0, llegamos a que:

71417“ + Ay = 2cos(a)
Ap
p
= 2
TN+ (9:27)
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Asi, hemos llegado a las expresiones genéricas para la amplitud (por particula) y las
frecuencias de los modos normales:

Cuerda vibrante de N particulas

, nm
Yp = Ap cos (wpt + ¢) = Asin <N+1> cos (wpt + ¢) (9.28)

9.3. Generalizacion a sistemas de N cuerpos

Acabamos de ver dos ejemplos de sistemas que generalizamos hasta llegar al caso de
N cuerpos con una clara intencién de llegar en algiin momento a acercarnos al continuo.
Comparemos ambos resultados en busca de alguna conclusién interesante:

.. k .. T
0n + — (2971 —Op—1 — gn—i-l) =0 U+ — (Qyn ~ Yn—1— yn"‘l)
m ml

k T
wh=— S wi=— (9.29)
m ml
Nos aparecen dos ecuaciones completamente simétricas salvo por los factores que he-
mos identificado como unas ciertas frecuencias wy.

El desarrollo continta atin mas paralelo en la busqueda de los modos normales:

2
Z” } Ay s (wyt + ¢) — (”2 - 2> Ap + Anst + Ay =0 (9.30)
n wo

recurrencia comun

Hemos llegado a una relacién de recurrencia comun a ambos problemas y hasta ahora
tan sélo hemos encontrado una pequena diferencia cuantitativa en la expresiéon que toma
la frecuencia caracteristica wy.

Ahora viene el paso trascendente a la hora de diferenciar sendos problemas, las con-
diciones de contorno:

Condiciones de contorno en el problema de N cuerpos

Ony1 =01 Yo=0, yn+1 =0

.92 i 2
wz = 4wi sin 5 wg = 4w3 sin % (9.31)
p=0,1,...,N—1 p=12...,N ’

0, = Asin 2"% cos (wpt + @) | yp = Asin gh5 cos (wyt + @)
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10. Sintetizacion

10.1. ;Qué es una onda?

Es muy dificil dar una definicién concisa e inequivoca de lo que es una onda. Quiza
la primera imagen que se nos venga a la mente sea la de las olas del mar y quisiésemos
imaginar la onda como un conjunto de particulas que viajan en grupo bajo determinadas
condiciones. Si pensamos en una cuerda de guitarra nos damos cuenta de que las tinicas
traslacciones que se observan son oscilaciones y podriamos plantear la onda como una
generalizacién del movimiento ondulatorio que acabamos de estudiar.

En un campo de trigo peinado por el viento podemos observar como unos seres in-
visibles parecen acariciar las espigas sometiéndolas a su paso. Las espigas permanecen
describiendo oscilaciones pequenas en torno a sus posiciones de equilibrio mientras esas
ondas fantasmagdricas avanzan a lo largo y ancho del campo con una cierta frecuencia.
iSon las ondas el resultado de la coreografia de los movimientos arménicos de cada una
de las espigas o0 acaso unos entes misteriosos que verdaderamente se mueven por el trigal?

Cuando nos acercamos a la éptica, al electromagnetismo y a la fisica cudntica la linea
entre el mundo fisico material y el matematico fantasmal parece difuminarse atin mas.

10.2. La cuerda vibrante y los padres de la mecanica

La discusién en torno a la cuerda vibrante | | enfrent6 a algunos de los més
grandes fisicos y matematicos de todos los tiempos. Fue el camino hacia la descripcién
matematica de los fenémenos ondulatorios que serian llevados a todas las ramas de la
fisica y que conducirian a importantes avances en las ecuaciones diferenciales y el analisis
matematico.

10.2.1. D’Alambert, el matematico

D’Alambert parte de atacar a una ecuacién diferencial aparentemente sencilla:
Py(a,t) _ 9Py(a,t)
o2 Ox?
No se preocupa por las posibles interpretaciones o conclusiones fisicas de su trabajo,
simplemente llega a encontrar soluciones de la forma:

y(z,t) = f(x+1t)+ gz —1t) (10.2)

(10.1)

Y aplicando las condiciones de contorno y(0,t) = y(L,t) concreta estas soluciones
como:
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10. Sintetizacion

y(z,t) = f(z+t)+ f(z —1t) (10.3)

Lo que hoy nos recuerda, desde el contexto de las ecuaciones diferenciales, al método
de propagacién de las ondas.
D’Alambert exige a sus funciones f que sean periddicas y diferenciables en todo R.

10.2.2. Euler, el fisico matematico

En esta historia, le tocaria a Euler dar un pasito hacia la realidad y acercar la mate-
matica pura de D’Alambert a la cuerda real.
Plantea una ecuacién diferencial méas general:

y(z,t) _ 1 0y(x,t)

o2 T2 o2 (104)
Encuentra soluciones del tipo:
y(z,t) = f(x 4 ct) + g(z — ct) (10.5)
Y aplicando las condiciones de contorno para la cuerda y(0,t) = y(L,t):
y(z,t) = f(z+ct) + f(x — ct) (10.6)

Llamando Y (x) a la posicién de la cuerda en el instante inicial y V(z) a la velocidad
de la misma en ese mismo instante, logra dar soluciones de la forma:

y(oat) = = <Y(a: bet) 4 Y (@ —ct) /:+Ct V(s)ds ) (10.7)

2 c —ct

Ademaés, Euler dice que absolutamente cualquier curva definida a mano alzada en el
intervalo 0 < o < Ly peridédica en R serviria tanto para Y como para V. Esta libertad en
la eleccién de la funcién molesté a D’Alambert, que tratd en varias ocasiones de plantear
funciones que negasen la argumentacién de Euler.

10.2.3. Bernouilli escucha a la cuerda

Bernouilli pide a sus lectores que escuchen a la cuerda y ataca al problema al més pulo
estilo pitagorico, proponiendo como solucién general una suma de los infinitos arménicos.

Partiendo de la observacién (posiblemente basada en trabajos de Brook Taylor) de un
primer armonico que toma la forma:

T

y(x) = Asin (f) (10.8)

propone una solucién general como suma de los arménicos sucesivos:

y(x,t) = Z A;sin T2 cos imet (10.9)
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10.3. EI paso al continuo

Recordemos que en aquel momento atin no se habia enunciado el principio de super-
posicién y a Bernouilli le costé sudor y mucha tinta justificar esta suma.

Apoyé sus argumentos con observaciones experimentales de sistemas de varias parti-
culas pero no pudo llegar a una argumentaciéon matematica. Ademas no supo encontrar
un modo de dar valor a los coeficientes A;.

10.2.4. Luigi de la Grange Tournier

Lagrange para los amigos, hace el paso al continuo sucesivamente desde el sistema de
particulas discretas, del mismo modo que nosotros nos acercamos al problema en este
curso.

Lagrange llega a plantear un sistema de ecuaciones de la forma

d2
dtka = ¢ (yk—1 — 29k + Yrt1) (10.10)
Y encuentra como solucién general:
2« [
Y(x) = anl UO Y (z) sin (”Lﬂ> dx] (10.11)

El resultado de Lagrange es compatible con las suposiciones de Bernouilli y con los
resultados de Euler y D’Alambert. Lagrange tenifa en sus manos una serie par de
Fourier y no supo ver lo que habia detras, quiza por falta de desarrollo matematico o
sencillamente porque le preocupaban otras cosas.

Fourier no encontraria las series que llevan su nombre hasta 50 anos después, pero faltd
verdaderamente poco para que esas series las conociésemos hoy como series de Lagrange.

10.3. El paso al continuo

El camino tomado por Lagrange para llegar a la ecuacién de ondas fue por inducciéon
desde el caso discreto de N particulas.

La idea es hacer tender el nimero de particulas a infinito al mismo tiempo que dis-
minuimos la distancia entre ellas hacia cero manteniendo la longitud total de la cuerda
constante. Andlogamente, la masa de las particulas disminuye para que la masa total de
la cuerda se mantenga constante.

N =

l:;OO M y N m

m —=1lm ———=pu
L=(N+Di=cCte | I NoeN+1I

M =mN = Cte

(10.12)

Donde la constante p que hemos obtenido es la densidad constante de la cuerda.
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10. Sintetizacion

Figura 10.1.: Cuerda continua

Llevando 10.12 a 9.28:

yp(t) =Asin <(Nmfi)l> cos (wpt + @)

=Asin (#) cos (wpt + @) (10.13)

Y aplicando las mismas consideraciones sobre la expresién de los modos normales:

2 2 32 pml
Wp :4WO Sin <2(]V—i—1)l>

—sina ~ «
9 T p?*m?l T p?n?
ws =4— = ——
p ml 4L2 w L2

(10.14)

En resumidas cuentas, obtenemos una frecuencia basica fundamental y una serie de
multiplos enteros de ella. Son los arménicos que ya supieron ver los pitagdricos y que
Bernouilli propuso.

Frecuencias normales armoénicas de una cuerda

m [T
Wy =—¢]—
1=7 p
wp =pwi (10.15)

Aunque ya hemos pasado de los casos discretos a considerar la cuerda continua es
curioso que sigamos teniendo una serie discreta (aunque infinita) de soluciones.

10.4. Planteamiento continuo

De forma paralela, D’Alambert y Euler comenzaron directamente con un planteamien-
to continuo para atacar el mismo problema de las vibraciones en una cuerda continua:

dm = pdV = prridc (10.16)
Aplicando Newton:
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10.5. Soluciones

2 2
m gtg = ngdx
T
0%y 0%y
2 —_— = —_—
prridx 52 92 dx

2
Ytt (10.17)

d

prYr

T

Yz =

2 . . . -2 . . .
Donde % tiene dimensiones de (%) , es decir, de inversa de velocidad.

Ecuacién de ondas

1
Yxz = C2 Yt

10.5. Soluciones

Lagrange llega por paso al continuo a proponer como soluciones para el problema de
las vibraciones en la cuerda continua:

i+ w? (2Un — Yns1 — Yn—1) = 0 = y(z,t) = A(x) cos(wt + ¢) (10.19)

Y las propone como soluciones para la ecuacion diferencial obtenida por Euler y
D’Alambert 10.18. jEcuaciones diferenciales diferentes podian tener las mismas solu-
ciones?

Y = —Aw? cos (wt + @)

2
" _ v
Ve = A" cos (wt + @) }A cos (wt + ) = C2ACOS (wt + ¢)

" w?
A"+ gA =0 (10.20)
El factor ( %)2 tiene unidades de longitud inversa L~! lo que parece indicar que podria
tener algo que ver con la extrana forma de pensar de los fisicos de materiales en términos
de la red reciproca.

En realidad, cualquier funcién que cumpliese una sencilla relacién armdnica entre el
)
espacio y el tiempo podria ser solucion de la ecuacién de ondas:

Sencilla armonia entre el espacio y el tiempo

y(.t) = flz = ct)
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10.5.1. Periodicidad en el tiempo: Frecuencia

Acabamos de ver que la tnica imposicién necesaria para que una funcién cumpla
la ecuacién de ondas es una sencilla armonia dada como una cierta periodicidad. Esta
periodicidad en el tiempo vendré descrita por un tiempo caracteristico T' que llamaremos
periodo. Dado el estado del sistema a un tiempo ¢, pasado ese intervalo de tiempo
caracteristico t =t + T el sistema habra vuelto a su estado original. Es decir:

ft) = f(t+1) (10.22)

Atendiendo a Bernouilli y a lo que sabemos por Fourier, podemos representar una
funcién cualquiera como una suma infinita de funciones armonicas:

t) =) facos (wnt) (10.23)

Pasado ese tiempo caracteristico:

f+17)= an cos (wy, (t+1T)) an cos (wnt) (10.24)

Con lo que es inmediato deducir que:
wpt =wy, (t+T) + 207w (10.25)

Por tltimo, con lo que ya sabian los pitagdricos w, = nwq
E inmediatamente:

Armonia en el tiempo: Frecuencia

10.5.2. Periodicidad en el espacio: La red reciproca

Imaginemos ahora una estructura que se repite una y otra vez en el espacio como una
estructura cristalina con un cierto parametro de red R. La periodicidad espacial podems
expresarla analogamente al caso temporal como:

f(r)=f(r+R) (10.27)

Continuando con un desarrollo paralelo al anterior pero sustituyendo por un cierto
parametro g, a la frecuencia:

= an cos (gnT) (10.28)
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La estructura se repetira a cada intervalo R:

f(r+R)= an cos (gn (r + R)) an cos (gnr) (10.29)

Con lo que es inmediato deducir que:
gn” = gn (r + R) + 2nm (10.30)

Considerando g, como un vector cualquiera de la red reciproca, podemos reducirlo de
forma general a un multiplo entero del menor vector posible de la red reciproca en esa
direccién de modo que g, = ng con lo que:

Armonia en el espacio: Red Reciproca

(10.31)

La red reciproca es una construccién matematica que permite a los fisicos de materiales
sacar gran cantidad de informacién sobre las simetrias subyacentes a la red cristalina que
repercutiran en las propiedades del material.
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11. Construccion del universo

Como hemos visto, para definir una onda podemos usar, como decia Euler, cualquier
funcién dibujada a mano en un cierto intervalo y hacerla periédica. A través de Fourier,
hoy sabemos que esa funcién cualquiera podemos expresarla en términos de series de
senos o cosenos a la Bernouilli.

Sabiendo eso, vamos a estudiar ondas sinusoidales de la forma

y(x,t) = sin (kx — wt) (11.1)

En un intervalo pequeno At la onda que avanza a una velocidad ¢ se moverda un

intervalo Az segun:

Ar w
_ = — = 1 .
N (11.2)

11.1. Principio de superposicion

El principio de superposicion dice que si en un medio se propagan al mismo tiempo n
ondas diferentes, la suma de todas ellas serd la onda resultante. En otras palabras, cada
onda se propaga por el medio independientemente de las demds, como si no existieran.
La velocidad, el desplazamiento y la aceleracion resultante para cada particula del medio
son equivalentes a la suma vectorial de la contribucion de cada onda por separado.

7

3

Figura 11.1.: Principio de superposicién

No olvidemos que este principio es valido en medios lineales, subordinados a la ley de
Hooke y en el limite donde las velocidades de propagacién dependen sélo del medio y no
de la intensidad de la onda.
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11.2. Maedios dispersivos

Pongamos dos ondas unidimensionales exactamente iguales en amplitud y frecuencia
(igual velocidad de fase v = vy = ¢) que se propagan en sentidos opuestos:

y1(z,t) + y2(z,t) =Asin (kx — wt) + Asin (kx + wt) =
=Asin (kx) cos (wt) (11.3)

El resultado se desacopla en una onda estacionaria.
Si, sin embargo, tomamos dos ondas con frecuencias y ntimeros de onda diferentes:

y1(x,t) + yo(z,t) =Asin (kix — wit) + Asin (kox + wot) =

=Asin (kx — wt) cos (dk z — dw t) (11.4)
donde

L = k1-5k2 dk k15k2

o= witws g, wi—ws

2 2

El resultado es una onda que se propaga con una cierta velocidad de grupo vy = ‘fi%
La relacién entre la frecuencia y el nimero de onda viene dada por la relaciéon de
relacién de dispersién dispersion, que es caracteristica del medio.
Esta relacién sera la que determine asimismo la velocidad de grupo en funcién de la
velocidad de fase:

Relacion de dispersiéon

YT E }w = w(k) (11.5)
Vg = qk

11.2.1. Efectos dispersivos

Sobre las fuerzas generalizadas que intervienen en el sistema queremos anadir efectos
disipativos. Consideraremos estos efectos producidos por los momentos que doblan la
cuerda T7,, proporcionales a la curvatura:

2
= a% (11.6)

Al introducir este nuevo término en la ecuacién de movimiento, nos queda un término

de cuarto orden:
o2 0x2 ozxt

La relaccién de dispersién: w = £ckv1 + ak?

(11.7)
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11.3. Energia mecanica asociada a una onda

= Cuando o = 0 se va el término dispersivo, la cuerda es perfectamente flexible:
w = *ck - v = *c.

Y la velocidad de fase [vy| = ¢ = V1 + ak?

= Si consideramos que ak? es suficientemente pequefio, podemos hacer la aproxi-
macién w = FckvV1+ ak? ~ ck (1 + %akz), donde, llamando d = =5* tenemos
w = ck — dk3, que nos conduce a la ecuacién de onda de primer orden con
efectos dispersivos (valida para efectos dispersivos pequenos):

et 4 d—s =0 (11.8)

Y anadiendo efectos no lineales, obtenemos:

oy Oy oy Py

11.2.2. Ondas de gravedad (ejemplo de ondas dispersivas)

Las ondas de gravedad son, por ejemplo, las olas producidas en la superficie de un
lago. Seran ondas sobre la superficie de un liquido de densidad p y profundidad H con
una tensién superficial o.

La relaccion de dispersién toma la forma:

ok?
w= \/k (g + p> tanh(kH) (11.10)

Y la velocidad de fase:

c= \/(i + Upk> tanh(kH) (11.11)

Haremos dos aproximaciones en funcién de la profundidad que tenga el medio:

Régimen ‘ Aproximacion Desprec. vis.
H>>\—kH >>1— tanh(kH) ~ 1
H << A\ —kH <<1— tanh(kH) ~ kH

A. profundas (11.12)

A. someras

Para determinar cuando es aceptable despreciar los efectos de viscosidad frente a los

gravitatorios, compararemos:

A 2
92 frente a 2 (11.13)
27 Ap

Con lo que nos quedaremos sélo con los efectos gravitatorios cuando:

A>> 2, |- (11.14)
pg
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Figura 11.2.: Deformacién de la cuerda

11.3. Energia mecanica asociada a una onda

Pongamos una cuerda de densidad lineal pu = Cé—’; sometida a una tensién Tp.
Un vector de la cuerda:

AP =(dx +dh)i+dyj=

:<1+8h> d:cf—l—@d:nj

ox ox
oh
Jdy
= = 11.1
— dy axdx (11.15)

11.3.1. Energia cinética

Podemos esribir una expresion del elemento diferencial de energia cinética:

1 oy 2

Reordenando un poco, podemos obtener una expresion para la densidad de energia
cinética a lo largo del elemento de longitud:

Dendidad de energia cinética

dr 2

ar 1 [(dy\?
= =2 11.1
u(5) (11.17)

11.3.2. Energia potencial

Podemos expresar la energia potencial en funcién de las tensiones de la cuerda y de
los desplazamientos respecto a la posicién de equilibrio:

OR\? [ oy\?
dU = —Tydx + Todr =Ty I+—) +(5=) dz —dx (11.18)
oz ox

92 Mecénica lagrangiana 0.8.0




11.3. Energia mecanica asociada a una onda

Podemos considerar % << 1, con lo que

8 2
U =Ty [ 1)1+ <y> dr — dx (11.19)
ox
Ahora, considerando que % es pequeinio, lo desarrollamos en serie de Taylor:
y 2 1 /0y 2
1 | =l1+=(= 11.20
+ (830) * 2 (8:6 +0) ( )

Tras estas aproximaciones obtenemos una expresion sencilla para la energia potencial:

Densidad de energia potencial

U 1. (oy\?
— =Ty | == 11.21
w1 0< ) (11.21)

ox

11.3.3. Densidad de energia

Sumando ambas densidades de energia (cinética y potencial) podemos obtener una
expresion para la densidad de energia total:

Densidad de energia

dE_dT  dU 1 dy\’ oy
ciac_cl:c+d:v_2<T0 (5) + () H22)

Asimismo podemos obtener una forma sencilla para la potencia como variacién de la
energia con el tiempo:

_dE _dE dz v ay\? oy’
Pdtdxdt2<T0<8:c> ‘“(m) (11.23)
~—
vf

11.3.4. Transporte de energia

Vamos a provocar una onda transversal en una cuerda uniforme sometida a una tensién
Tp. Para ello, aplicaremos sobre el punto = 0 la funcién Yy = Asin(27wt).
La fuerza transversal que hemos introducido:
dy

Fy = ~Tosin(9) ~ ~To " (11.24)
=0
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Sobre la cuerda, que responderd como y(z,t) = Asin (27Tw (% — t)), obtendremos:

_ 2nwATy

F, cos(2mwt) (11.25)

Si observamos durante un tiempo t, esta fuerza habra realizado un trabajo:

2rwATy [*
w :/Fydy = 7w;0/ cos(2mwt)d(Asin(27wt))
0

2rwA)?Ty [*
:ﬂ / cos? (2mwt)dt (11.26)
v 0
Si concretamos dicho tiempo en un periodo completo (un ciclo), es decir, integramos
entre 0 y la inversa de la frecuencia %, la expresion que obtenemos coincide con la energia
total asociada a una longitud de onda o a un periodo completo:

Energia asociada a una longitud de onda

2
uyT _

1
W, Er = i;mw?yg (11.27)

perfodo = "9

11.4. Transmisiéon y reflexion de una onda

Consideremos una frontera entre dos medios. Concretamente, imaginemos una cuerda
con una tension constante Ty que en el punto x = 0 cambia de caracteristicas, pasando
de tener una densidad lineal p1 a otra uo. Asi, la velocidad de propagacién de una onda
sobre esta cuerda en sus dos mitades serd diferente:

T
v, =4 — (11.28)
2%

Comenzemos provocando una onda progresiva que avance desde el lado negativo del
eje x (desde la zona de la cuerda 1) que serd de la forma fi(x — vit). Al llegar a la
interseccion se producirdn dos ondas mds, una reflejada g1 (z + v1t) y otra transmitida
hacia el lado positivo del eje x de la forma fo(x — vot).

La onda reflejada g; interferird en virtud al principio de superposicién con la onda
incidente f; originando soluciones en el lado negativo del eje x y1 = fi(x —v1t) +g1(z +
vit). Al otro lado de la discontinuidad sélamente encontraremos la onnda transmitida
Y2 = fo(x — vat).

Con estas dos soluciones y; e y» haciendo que sobre el punto £ = 0 tanto sus pendien-
tes como sus elongaciones sean iguales, tenemos el siguiente problema de condiciones
frontera:

y1 = fi(z —vit) + g1(x + v1t)

Ecuaciones solucion 11.29
Y2 = fa(x — vat) } ( )

94 Mecénica lagrangiana 0.8.0




11.4. Transmision y reflexion de una onda

Figura 11.3.: Frontera entre dos medios

0,t) = y2(0,¢
%ly(l (6775)) B ydzg(o’,t)) } Condiciones frontera (11.30)
oz - oz

Facilmente obtenemos las soluciones para fs v g1 en funcién de las velocidades en cada
medio como pardmetros iniciales de la cuerda y de la onda incidente fi:

g1 = 75%31 1=Cte- f1

11.31
o=t p = ctel (11.31)

11.4.1. Reflexién

v2—v1
va+v1’

La onda reflejada disminuye su amplitud en un factor como se infiere del resul-

tado anterior:
Vo — U1
g1(z +vit) =

1(x — vt

Vg + U1 / ( )

= Si v < v; el factor es negativo, por lo que la onda cambia de signo, es decir, que
existe un cambio de fase, que se invierte la polaridad.

» Siwvy = 0lo que significa que pasamos a un "medio de densidad de masa infinita”’(un
punto fijo), el coeficiente se hace —1, es decir que se produce una reflexién total
con un cambio de fase: g1 = —fi

= Si v9 — o0 significa que el segundo medio es amaésico, es decir que tenemos un
extremo de la cuerda libre, la reflexién es también total pero se produce sin cambio
de fase: g1 = f1

11.4.2. Transmision

En cuanto a la transmision, el coeficiente que determina el cambio de amplitud de la
onda fo = vfﬁl f1 no puede hacerse negativo, por lo que no se producirdn cambios de
polarizacion.

La amplitud aumentara si vo > vy y disminuira si ve < v1.
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11.4.3. Pardmetros caracteristicos de la cuerda: Impedancia Caracteristica

En todo este estudio hemos utilizado la velocidad de propagacién de una onda como
parametro caracteristico del medio. En realidad, implicitamente lo que hemos estado
utilizando ha sido la densidad lineal de masa de la misma, teniendo en cuenta que

Vi =4/ %, por lo que podriamos haber expresado los factores anteriores para la reflexién
T

y la transmision en funcién de p; y pe como:

Vi — i (11.32)
Viz + /B '

N
N (11.33)

Por analogia con las ondas electromagnéticas, podriamos definir impedancias caracte-
risticas para cada medio como cociente entre la tension y la velocidad:

T
Zi = — = \/T,ui (1134)

Con lo que:

N = 2301 (11.35)
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12. Sintetizacion

Si atendemos a lo que dice la Real Academia Espaniola de un fluido, la descripcién no
puede ser menos aclaratoria:

Se dice de las sustancias en estado liquido o gaseoso.
Mientras que de la palabra liquido podemos leer:

Dicho de un cuerpo de volumen constante: Cuyas moléculas tienen tan
poca cohesién que se adaptan a la forma de la cavidad que las contiene, y
tienden siempre a ponerse a nivel.

Y en cuanto a los gases:

Fluido que tiende a expandirse indefinidamente y que se caracteriza por
su pequena densidad, como el aire.

En contraposicién, la definicién de soélido reza:

Dicho de un cuerpo: Que, debido a la gran cohesién de sus moléculas,
mantiene forma y volumen constantes.

Si tratamos de unir estas definiciones, para hacer un ejercicio de sintetizacion y dis-
tincién, el paso de los sélidos a los fluidos debemos enfocarlo desde la cohesion entre las
moléculas que lo forman.

En los so6lidos se dan fuertes cohesiones entre las moléculas que los hacen mantener
constantes su volumen y su forma.

Estas fuerzas son menos importantes en los liquidos, lo que les permite variar de forma
pero manteniendo constante su volumen mientras que en los gases se hacen practicamente
inexistentes permitiéndoles variar su forma y su volumen.

12.1. Elasicidad y plasticidad

Para mantener nuestras histéricas disputas con los hombres de letras nos lanzamos a
buscarle las cosquillas a la RAFE y sugerimos que un sélido muy sélido, una barra de hierro
por ejemplo, puede variar de forma, y de echo lo hace constantemente, ante la accién
de una determinada fuerza. Da igual lo sélido que sea un cuerpo, siempre podremos
aplicarle una fuerza suficientemente grande para provocarle una cierta deformacién.

En este caso deberiamos puntualizar qué es lo que sucede al dejar de aplicar dicha
fuerza. Para deformaciones suficientemente pequenas, el sélido volvera a su forma original
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cuando la fuerza cese. Sin embargo, la experiencia nos dice que determinados cuerpos no
regresan exactamente a su forma original sino que pueden quedarse deformados.

Desde una perspectiva més fisica, podemos decir que un cuerpo se mantiene dentro
del régimen eldstico mientras la relacién tensién-deformacién se comporta linealmente
segin una ley de Hooke.

Sin embargo existe un limite en la tensién aplicada en el que se rompe esa lineali-
dad entrando en el régimen plastico y produciéndose deformaciones permanentes en el
material.

Desde dentro, las deformaciones eldsticas son pequenas deformaciones de la red cris-
talina, los enlaces entre las moléculas que forman el material no se rompen ni cambian
su configuracion. Sin embargo al llegar el régimen plastico si que se rompen esos enlaces
y se producen defectos en la red cristalina principalmente en forma de dislocaciones.

En las sustancias fluidas, las fuerzas intermoleculares son tan débiles que no son ca-
paces de ordenarse formando redes cristalinas, cuantitativamente podriamos decir que
nos encontramos ante un fluido cuando el limite elastico tiende a cero, es decir, cuando
se comporta pldsticamente ante cualquier fuerza.

12.2. Fluidos ideales

Hablaremos de fluidos ideales cuando se cumplan las siguientes propiedades:
= Un fluido ideal no responde a fuerzas tangenciales, aunque si a fuerzas normales.

= Consideraremos los fluidos como medios continuos constituidos por particulas in-
finitesimales. De ese modo, la densidad p = ﬁ—?} podemos definirla de forma dife-

rencial p = %. Y finalmente, podemos definirla como funcién de punto p(7).

La primera propiedad que acabamos de dar a los fluidos ideales, tendremos que corre-
girla pronto en términos de la viscosidad (ver 12.3).

En cuanto a la segunda, la densidad como funcién de punto podremos utilizarla con un
cierto criterio que vendra dado por un volumen critico, dependiente del tamano real de
las particulas minimas que constituyen el liquido, ya que si nos acercamos a dicho orden
de magnitud en una region del espacio la densidad medida podria variar sensiblemente de
forma aleatoria. Como ejemplo, el volumen critico para el aire es del orden de 10~ %mm3
donde encontramos aproximadamente 3 - 107 moléculas. Por encima de dicha frontera
podemos tomar la densidad como funcién de punto, definirla de forma diferencial y
considerar al fluido como un continuo sin problemas.

12.3. Resistencia al fujo: Viscosidad

Con lo que acabamos de ver, podriamos enunciar que una sustancia es un fluido cuando
se deforma constantemente ante cualquier fuerza.

Sin embargo, que se deforme constantemente no significa que lo haga de forma gratuita.
Newton en sus principia enuncia:
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12.3. Resistencia al fujo: Viscosidad

La resistenca al flujo es proporcional a la velocidad con que se separan
unas partes del fluido de otras.

Dicha fuerza la encontraremos como una fuerza tangencial que denominaremos ten-
sién viscosa 7.

T “Tenzidn

< X
r
., c
- +
- o
.. |2

\\ A\

—
/ u=i) -x

Figura 12.1.: Viscosidad

En aproximacion newtoniana, la tensién viscosa vendra determinada por la variacion
de la velocidad a lo largo de la direccion perpendicular a la misma multiplicada por un
coeficiente de viscosidad p dependiente de las propiedades fisicas del fluido problema y
de la temperatura:

du
T=u—-— 12.1
" (12.1)
El coeficiente de viscosidad vendrd en unidades de: [u] = L—;F = % — %
Podemos definir también una viscosidad cinematica como v = % que vendra dada

en[u]:%ﬁ%z.

Cuando existen tensiones viscosas, se produce un fenémeno de homogeneizacion de las
velocidades de las diferentes capas del liquido con el tiempo. Fisicamente, este fenémeno
lo interpretamos como un flujo de momento lineal perpendicular a las tensiones viscosas:
T=uvVu

/! Flujo de
i momento

! lineal

Figura 12.2.: Flujo del momento lineal

El fluido Newtoniano serd, pues, un fluido que presenta tensiéon viscosa segun la
hemos definido en 12.1
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12.4. Viscosimetro de Stokes
Se dice del viscosimetro de Stokes que es el atomo de hidrégeno de la mecamica de

fluidos| ].
Consiste en un cuerpo cayendo a velocidad constante en el seno de un fluido.

Fr

v=Cte
Figura 12.3.: Viscosimetro de Stokes

La fuerza de rozamiento que el objeto siente en el viscosimetro de Stokes viene dada
por la formula de la viscosidad de Stokes:

3
F, = 6mruv <1 + 16R) (12.2)
donde R es el llamado nimero de Reynolds R = % que esta asociado a las proporciones
entre las fuerzas inerciales y viscosas.
(ps—p)gr®

Si 13—6R << 1 podemos aproximar p = 2 5
El ntiimero de Reynolds para el viscosimetro de gotas es del orden de 10~° mientras

que para una bola es del orden de 1072 .

12.5. Tensién superficial

Las particulas que integran un fluido interaccionan entre si con unas fuerzas de atrac-
cién que son las que hacen que exista una unidad llamada cuerpo fluido. Son las fuerzas
de cohesién.

Estas fuerzas se haran notar en las fronteras entre medios, es decir, en los limites del
cuerpo fluido.

Si delimitamos fisicamente (no mediante un contorno matemdtico como los usados en
el teorema de Gauss, por ejemplo, sino con un cuerpo real) una regién de superficie libre
y medimos la fuerza generada por tensién superficial en las fronteras de dicha regién por
unidad de longitud, obtenemos el coeficiente de tension superficial.

En general, el coeficiente de tension superficial lo vamos a poder obtener en funcion
de la geometria que adquiere la frontera entre los medios y la diferencia de presiones a
ambos lados de la frontera:
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12.5. Tension superficial

R2
Rl

Medio Fluido A

I\ Tensisn Su perlicial

"/
~—

Presicn

CpI|Og OIPRTY
OPIOE GIpRTY

Medio Fluido B

Figura 12.4.: Frontera entre medios fluidos

En general, la diferencia de presiones entre los dos medios fluidos vendré dada por el
producto del coeficiente de tension superficial con la suma de la inversa de los radios de
curvatura de la superficie frontera (para una superficie alabeada como caso més general):

1 1
AP = —_— —_— 12.3
- ( * Rg) (12.3)
dl
t71 ———— dF

ot

W

Figura 12.5.: interpretacién mecanica de la tensidn superficial[ ]

12.5.1. Capilaridad: Ley de Jurin

En la frontera entre medios hay dos tipos de fuerzas: Fuerzas de cohesién y fuerzas de
adhesién. El balance entre dichas fuerzas determinard qué medio fluido se “pega” a las
paredes del recipiente (se suele decir que “moja”).

Cuando el recipiente es suficientemente estrecho (las paredes estédn suficientemente
juntas) es cuando este fenémeno se hace notar en forma de capilaridad. No sélo se
modifica el perfil de la superficie de contacto sino que el menisco se “eleva” o “desciende”.
Para ser un poco maés especificos, digamos que el fluido que “moja” gana terreno en el
seno del otro fluido dentro de las fronteras donde se produce la capilaridad.
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096009 OOO o
000000309 o
OOO%%?%%%O o

Figura 12.6.: Interpretacién molecular de la tensién superficial[MM87]

\
I|
\
II|
.-"\ng ulo de conlacto /r'l, Fluido con predominancia de fuerzas de cohesidn

i

Diferencia de alturas

Fluido con predominancia de fucreas de adhesicn

Figura 12.7.: Capilaridad

Haciendo un balance de fuerzas y teniendo en cuenta que el angulo de contacto 6 sélo
depende de las fuerzas de cohesion y adhesién, podemos llegar a formular una ley que
nos dé la diferencia de alturas:

{ Fp = 7sin(0) [, dl (12.4)

Feo = hpngdS

Donde L y S son respectivamente la linea de contacto entre los tres medios y la
superficie de contacto entre los dos medios fluidos.

Restringiendo a un cilindro capilar, de modo que la linea sea una circunferencia y la
superficie un circulo, obtenemos la LEY DE JURIN:

Ley de Jurin

h=""1 12.5
R (12.5)

Fo = hpgrn R?

Fy =71sin027R } 27sin(6)
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13. Fenomenologia

13.1. Estatica de fluidos

13.1.1. Tipos de fuerzas

Figura 13.1.: Tipos de fuerzas

En la estatica de fluidos distinguiremos entre tres tipos de fuerzas diferentes:

Fuerzas volumétricas Estdn asociadas a un volumen (empuje).
Fy = / fv (7, t)dV (13.1)
1%

donde el término fV es una suerte de densidad de fuerza (%)

Fuerzas masicas Asociadas a una cierta masa (gravedad).
F, = / fom (Fit) dm = / Fm (7 1) pdV (13.2)
\%4 \%4

donde el término f,,, esta asociado a aceleraciones que generalmente suelen ser de
tipo gravitacional o inercial:

—

Foo = { g (13.3)

G0+ 20 X T+ & X (@ X F) +& X F
Fuerzas superficiales Asociadas a una superficie (presién, tensién superficial).
F, = ff;(ﬁt,ﬁ) ds (13.4)
S

donde ds = fds
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13.1.2. Tensiones en el fluido

El tensor de esfuerzos

Si imaginamos una regién en el seno del fluido en forma de paralelepipedo de lado
diferencial, podemos pensar en las fuerzas que aparecen en cada una de las superficies
del paralelepipedo y en cada una de las direcciones principales ni, ng, ng las fuerzas de

superficie pueden descomponerse segun:

~ Ji= mani +Tiang +Ti3ng
fs=1q fe= T +7ans +7a3ng (13.5)
f3= Tsin1 +7T3ang +733n3

X

Resulta bastante inmediato ver la estructura tensorial de esta expresién, con lo que
definimos el concepto de tensor de esfuerzos o tensor de tensiones.

Tensor de esfuerzos

~ il T2 Ti3 ny
fs=| 21 T22 T3 ny | = 7on (13.6)
731 T32 T33 n2

Los términos de la diagonal 7;; son los términos asociados a deformaciones longitudi-
nales (variaciéon de volumen) mientras que los términos no diagonales 7;;,7 # j son los
términos transversales que pueden estar asociados a rotaciones o cizallas.

Veamos como seran los momentos asociados:

M® = (139dx dz ) dy — (Tesdx dy )dz + (1o1dz dy ) dx — (T12dz dz ) dy +
+ (m13dy dx ) dz — (131dy dz ) dx

(13.7)

La condicién de equilibrio pasa por que la suma de todos los momentos se anule, lo

que implica, dada la simetria de estos términos:
Tij = Tji (13.8)

Es decir, que la condicién de equilibrio implica un tensor de esfuerzos simétrico.
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Que el tensor de esfuerzos sea simétrico implica que es diagonalizable y que en cualquier
sistema estatico podremos fijar un sistema de coordenadas en el que el tensor de esfuerzos
sea diagonal y tenga tinicamente tres términos.

7 0 O
T = 0 = 0 (13.9)
0 0 73
Ademds, por isotropia 7 = 75 = 73 = — P, con lo que:
—p 0 0
T = 0 —p O (13.10)
0 0 —p

Principio de Pascal

La presion es una magnitud escalar definida como la fuerza por unidad de superficie:
F=PS—>P= % En el Sistema Internacional, la Presién se mide en Pascales (1Pa =
INm? ~ 10~%atm)

No es caracteristica del fluido como si lo son la viscosidad y la tension superficial
aunque serd invariante con la orientacion de la superficie donde actia en el seno de un
liquido (sera funcién de la posicién).

En el seno del campo gravitacional terrestre estudiaremos la distribucién espacial de
la presién mediante la Ley de Pascal:

4 Z2

X2
2
g V% — 1
x1 Fy Y

Z1
<l
<

y

Figura 13.2.: Distribucién espacial de la presién

En las direcciones X e Y perpendiculares a la aceleraciéon del campo gravitatorio,

tenemos:
P P
Ppdy dz = Ppady dz = | Py + 8—dw dydz = 8— =0 (13.11)
ox ox
P P
Pyjdzdz = Ppdrdz = (Pyl + aady> drdz = g =0 (13.12)
Y Yy
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En cuanto a la direccién Z paralela a g-

P P
Podydr = | P,y + a—dz dydr — a— = —pg (13.13)
0z 0z

Ya que la presién sélamente varia con la direccion Z podemos poner las derivadas
parciales en términos de derivadas totales y expresarlo con variaciones finitas:

dp
o = P9 AP =—pgAz (13.14)
V4

Escribiremos la ecuacion del movimiento de Newton como:

VP .
G=———+Fept (13.15)
p
En equilibrio estatico a = 0:
VP -
La Paradoja Hidrostatica Imaginemos dos recipientes (] ]) con forma de conos

truncados exactamente iguales pero invertidos el uno respecto del otro.

Figura 13.3.: Paradoja Hidrostatica

Utilizando 13.14 sabemos que la presion en el fondo de ambos recipientes serd la
misma, proporcional a la altura de la columna de liquido.

La fuerza con que los recipientes presionen sobre la superficie que los sostiene es el
producto de la presion por la superficie y sera, por tanto, mayor en el caso del cono con
la superficie mayor hacia abajo y menos en el otro.

Entonces, si los colocdsemos sobre una balanza, ;obtendriamos acaso diferentes medi-
das de sus respectivos pesos?
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La hidrostatica y el movil perpetuo En ocasiones la ley de Pascal que a primera vista
resulta tan sencilla e intuitiva puede dar lugar a fenémenos aparentemente caprichosos
y poco intuitivos como la mencionada paradoja hidrostatica. Otro de estos fenémenos
es el efecto sifén, conocido ya por Herén de Alejandria en el ano 10.

Bésicamente consiste en un método para traspasar liquidos de un recipiente superior a
otro inferior a través de un tubo. Vitorio Zonca en 1600 toma la idea del sifén y una mala
interpretacién de la paradoja hidrostatica para construir un mévil perpetuo [V. 89]* que
trasvasase el liquido del recipiente inferior al superior.

Saltd a gpua

1%
L
&
4
§

Figura 13.4.: Mdviles perpetuos basados en la paradoja hidrostatica

Las ideas de Zonca eran anteriores a Pascal (1623-1662), por lo que se le puede per-
donar no haber sabido que la presion ejercida por el liquido dependia tnicamente de
la columna que hubiese por encima y no de la cantidad de liquido. Sin embargo, Papin
(1685), uno de los grandes fisicos, discipulo de Huygens e inventor entre otras cosas de
las primeras maquinas a vapor con cilindro y émbolo, caydé de nuevo en esta trampa
hidrostética tratando de construir un nuevo movil perpetuo similar al de Zonca.

Figura 13.5.: Mévil perpetuo de Papin

Otros fendémenos de la hidrostatica que llevaron a la busqueda del mévil perpetuo
fueron la capilaridad (12.5.1) y la presién osmética (basada en dos regiones con diferente
densidad). El propio Bernouilli cayé en el mévil perpetuo de presién osmética. El liquido
realmente fluye de un lado a otro, pero s6lo hasta que las densidades se igualan.

En cuanto al de capilaridad, las mismas fuerzas que hacen que el liquido ascienda por
la mecha o por los capilares evitan que éste se derrame al otro extremo.

Las figuras 13.4, 13.5 y 13.6 estdn extraidas del libro de Brodianski[V. 89], disponible en
http://librosmaravillosos.com
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Escurrimiento ,
Mecha s?ua:!a del liguide
aé ta mecha

oy =

[t e

|
i |

\

f

Figura 13.6.: Mdviles perpetuos basados en la presién osmética y la capilaridad

13.1.3. Ecuacién dinamica del elemento fluido

Planteemos la ecuacién de Newton mad = Zﬁ para un elemento fluido que sea lo
bastante grande para poder considerarlo como un continuo e integrarlo (lejos de la escala
atémica) y lo suficiente pequeno como para que las fuerzas volumétricas no varien a lo
largo del elemento:

di = = . .
pAVEL — F 4+ By = %fsds +/ Frdv (13.17)
dt R v
Aplicando el teorema de la divergencia para la integral cerrada de superficie y sacando
las fuerzas volumétricas de su integral:

dv -
pAV% = fy AV + div;AV (13.18)
Donde el operador divergencia actia sobre un vector transforméndolo en un escalar

Ccomo:

Ay

divA=V-A=(9,,0,,0.)| A,
Ay

A, 94, 9A,  OA;

:8x+8y+8z ox;

(13.19)

Y operard de manera andloga convirtiendo un tensor de orden dos en uno de orden uno:

A A A Ass
div <A> =0y, Oy, 0;) | A1 A Ay | =
Az1 Az Asg

_ (0A1n | 0Ayr | O0As1 0A1p  0Asy | 0Aszx 0Ayz | 0Axz | 0Ass
_<8x+8y+8z ’ 8x+8y+az ’ 8x+8y+82) (13.20)
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No obstante, si tenemos en cuenta que el tensor 7 es diagonal e isétropo (13.10), la
divergencia del tensor de esfuerzos se reduce al gradiente de presiones:

— divi = Vp = <§Z , g]; , gf) (13.21)

Con todo, simplificando los elementos de volumen:

Ecuacién dinamica del elemento de fluido

i
P

= fv + divt = pfp + divF (13.22)

En el caso estatico v = 0:
plm = —div? (13.23)

13.1.4. Principio de Arquimedes

Tenemos un cuerpo de volumen V delimitado por una superficie S sumergido en el
seno de un fluido. Si tomamos un elemento infinitesimal de dicha superficie ds , sobre
dicho elemento de superficie, la presion en el seno del fluido ejercerd una fuerza en sentido
contrario a la normal de la superficie:

Figura 13.7.: Sélido en el seno de un liquido

Fg = ]{ fsdS (13.24)
S

Teniendo en cuenta la distribucién espacial de la presién (13.1.2)y considerando den-
sidad constante y gravedad uniforme para poder sacar dichos términos de la integral:

Fg :f%-ﬁds = —fpfdé = —/ VpdV = —/ pFimdV (13.25)
S S 1% |4

Si a la fuerza resultante de la presién ejercida por el liquido anadimos el peso propio
del cuerpo, obtenemos un balance de fuerzas:
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Principio de Arquimedes

> F =Peso — Empuje = peucrpogV — pfiuidogV
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14. Construccion del universo

14.1. Descripciones Euleriana y Lagrangiana de la cinematica
de fluidos

A la hora de estudiar el movimiento de un fluido nos encontramos con la dificultad
de que, en pincipio, hay un nimero de particulas demasiado grande como para tomar
las coordenadas de cada una de ellas (de hecho, hemos dicho que aproximariamos nues-
tro estudio a fluidos continuos constituidos por particulas infinitesimales, por lo que
tendriamos un nimero infinito de particulas).

Para atacar el problema podremos seguir dos enfoques diferentes: El estudio Lagran-
giano y el Euleriano.

= DESCRIPCION LAGRANGIANA:

Se trata de describir el movimiento de cada una de las particulas individualmente,
identificando las particulas mediante unas coordenadas de numeracién que pueden
ser la posicién Zy de la particula en un instante ¢ = 0. Asi, la posiciéon en un
instante de tiempo cualquiera para dicha particula Z(Zo,t) y su velocidad (%, t)
seran funciones dependientes del tiempo y de las coordenadas de numeracién.

T = $(350,3/07207t)
y= y(fﬁo,yo,ZOJ) (141)

Z = Z(x()ayOaZOat)

Esta definicién conserva las nociones de punto material.

(Y [
U= g = ;})(é)) (14.2)
dt

En problemas sencillos funciona bastante bien pero se complica demasiado para
problemas con una fisica mas rica.

= DESCRIPCION EULERIANA:

Se trata de describir el estado de movimiento de cada punto geométrico ocupado
por el fluido sin impotar qué particula ocupa dicha posicién. Lo que se estudia es
el campo de velocidades en el espacio (0 = ¥(x, y, z,t)) sin distinguir una particula
de otra.
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El movimiento del fluido es descrito en términos de campos:

xy,zt
U ="1(x,y,2,t) =u(z,y, z,t)i +v(x,y,2,t)] + w(x,y, 2z, t)k = (z,y,2,t)
xy,zt

(14.3)

En general, salvo que explicitamente se diga lo contrario, trabajaremos bajo la des-
cripcién euleriana.

14.1.1. Definiciones utiles en la descripcién del flujo
Tipos de flujo

Partiendo de la forma euleriana de describir el movimiento del fluido desde su campo
de velocidades, hay una serie de casos que simplifican el movimiento més general(14.3):

Flujo Estacionario Cuando el campo de velocidades no depende del tiempo:

— —

vT=0v(x,y, z)#9t) (14.4)

Flujo Uniforme El campo de velocidades depende exclusivamente del tiempo y no de la
posicién:

T=9(t)#0(x, vy, z) (14.5)

Flujo Plano El campo de velocidades es perpendicular en todo punto a una direccién
concreta. El movimiento se efectiia en un plano.

7Lé (14.6)

Elementos de flujo

Veamos a continuacién una serie de elementos que nos ayudaran a describir cémo se
mueve un fluido.

= LiNEA FLUIDA:

Se trata de una sucesion de particulas adyacentes. Digamos que senalamos una
serie de particulas trazando una linea de forma arbitraria en un insante de tiempo.
La linea trazada se movera con el paso del tiempo junto a todo el fluido.

= LINEA DE TRAZA:

Linea fluida formada por las particulas que han ido pasando por un determinado
punto geométrico (foco). Senalamos un punto geométrico, y vamos "marcandocada
particula que pase por dicho punto, trazando con todas ellas una linea fluida.
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s TRAYECTORIA:

Recorrido de una particula durante un periodo de tiempo. Senalaremos una par-
ticula e iremos marcando los puntos geométricos que ocupa en cada instante de
tiempo para trazar una linea. Se trata del elemento bésico en el tratamiento La-
grangiano de la dindmica de fluidos.

La obtenemos integrando en 14.2:

z— 2 —/tw(t’)dt’ (14.7)

= LINEA DE CORRIENTE:

Una linea de corriente es tangente en cada punto al vector velocidad en un instante
de tiempo:

gl di— Il _dz _dy _ dz (14.8)
|| 7] U v w

Si el flujo es estacionario % = 0, las lineas de corriente coinciden con las trayecto-

rias:
Qi —ani Az —>:L‘:/ud)\ —ur+C
u v w
g —dtg W _dz —>x:/udt
u v w (14.9)

Dado que A no es un pardmetro del sistema, ' # ¥(\), pero en general no sucede
lo mismo con respecto a t. Sélo cuando esto suceda (flujo estacionario) la linea de
corriente concide con la trayectoria

= TUBO DE CORRIENTE:

Figura 14.1.: Tubo de corriente

Volumen encerrado por las lineas de corriente que parten de una linea fluida ce-
rrada.
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14.2. Derivada sustancial, derivadas locales y término
advectivo

Vamos a buscar una expresion general para las aceleraciones en un fluido:

v du Py du —,»+ dw i
dt dt dt dt
du _ | O 0 0 0
CCIT? = g%f —i-g—;fu —I—gZ —l—g—Zw
j,—;f = g—g +g—§u —|—gZ —l—g—gw
G =| % tamu tEv tHw (14.10)
é/ i@ \Lﬁ ia
o . _ _ ﬂ
S =\ *tuz +tvg twg
o
&
Llamando V = ( Bz aay , 82) tenemos que TV = (u, v, w) @ y obtenemos
0z
el llamado término advectivo:
K
- o
(w) —(u, v, w) | & (14.11)
o)
0z
Derivada sustancial
v  0v
V) 14.12
a ot (v (14.12)

El término advectivo se anula cuando ¥ = 0 o cuando v L V.

14.2.1. La derivada sustancial como operador

La derivada sustancial puede ser entendida como un operador que actia sobre cual-
quier magnitud:

O 00 /-
=t (7)o (14.13)
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Derivada sustancial de la densidad

Pongamos a la derivada sustancial actuando sobre la densidad p

ap
dp 9 . & _0p % | _
E—E—HJ Vp —a—l—(u,v,w) g% =
gradiente 9z
ap ap op op
_9% , 9, Op Op 14.14
ot T Mar Ty Tz (14.14)

Es decir, que por un lado (%) la densidad como funcién de punto cambia con el tiempo
y por otro la densidad cambia en funcién de la zona del campo por la que me muevo.

Derivada sustancial de la velocidad

Si tomamos, al igual que en el caso de la densidad, la segunda parte del término
advectivo como un gradiente
dv — 0v -
—=—+7 VU 14.15
a ol A (14.15)
gradiente

tensor gradiente de velocidades

Ju Ou Ou
e e ("
v v v
Vv = 9r oy 02 = v | (O, Oy, 0s) (14.16)
ow dw Ow w
ox OJdy 0Oz

14.3. Deformaciones en un fluido

14.3.1. Tensor de deformaciones

Cuando hablamos de la deformacién de un fluido, estamos hablando de la variacion
en las distancias entre las particulas que lo forman. Que varien dichas distancias con
el tiempo, significa que debe existir una cierta velocidad relativa entre particulas (es
decir, que si estuviésemos "montados”’sobre una particula tendriamos que ver a la otra
acercarse, alejarse o quiza rotar a nuestro alrededor).

El tensor gradiente de velocidades (14.16) nos servird, por tanto para describir las
deformaciones del fluido y estd intimamente relacionado con el tensor deformacion del
campo de velocidades:

(%Z- 1 c%i 8’Uj 1 87)2' (%j ~ 1.
1 1 _ —Dy- 14.1
Ox; 2 (8@- +8xi>+2 ((%:j 8@) D+20 (14.17)
b ¢
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tensor de deformaciones Donde D es el tensor de deformaciones y C es el tensor de rotaciones.

tensor de rotaciones

14.3.2. Deformacion lineal

Cuando una de las componentes de la velocidad varia en su misma direccion, es resul-
tado es una dilatacién o una contraccién del fluido en dicha direccién.

021 B

A

» S N

: LA (021) B’
» ; &
: ' t4dt 5

Poug dt (u + di‘ﬁ:rl )dt

H ,: H };

Figura 14.2.: Deformacién Lineal

Atendiendo a la ilustracién 14.2, un cuerpo AB pasa de la posicién AB a la posicién
A’B’ en un intervalo dt . El punto A que lleva una velocidad u; recorre una distancia
uidt entre las posiciones A y A’. El punto B que llevard una velocidad uy + %5m1

habra recorrido en ese intervalo una distancia (u1 + 8“1 5:1:1) dt . En dicho tiempo, por

tanto, la distancia dx entre los puntos A y B ha aumentado (o disminuido si 8“1 dr1 < 0)
una distancia @&Jldt Se ha producido, en definitiva, una deformacion lineal.

8u

Esta variacion en la direccion x1, viene dada por los términos 2 L, que generalizando

a cada eje coordenado se corresponde con la diagonal principal del tensor deformacién
del campo de velocidades.

Estas deformaciones lineales son las que llevan directamente a una variacién relativa
de volumen. Llamando e;; a las componentes del tensor de deformaciones D:

V' =6y - 6xhy - daly =
= dx1 (1 + eq1dt )5$2 (1 + egadt )5{[)3 (1 + ez3dt ) =
=60V (1 + eq1dt ) (1 + egadt ) (1 + egsdt ) (14.18)

Cuando el intervalo de tiempo dt es suficientemente pequeno:

lim [6V' — V] = lim [sVtr (D) dt - sVt |

dt —0 dt —0
doVv ov; v N
o :tr( ) 3 oo = (0 0y, 02) Z =V-7  (14.19)
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Deformaciones lineales y variaciéon de volumen

~ 1 d =
D)=—Ssv=v.v 14.2
tr( ) SV i oV=vV-0 ( 0)

Como consecuencia de esta tltima expresién (14.20) podemos definir un fluido in-
compresible como:

VEC’te—>dfTVEO—>tr<D):O

V-7=0 (14.21)

que es la forma més utilizada para definir un fluido incompresible.

Si hacemos una superficial analogia con el electromagnetismo, al igualar a cero la
divergencia del campo magnético estabamos expresando la ausencia de fuentes escalares
de campo (no existen monopolos magnéticos en la naturaleza).

En fluidos el papel de fuente escalar recae sobre la densidad.

Compresibilidad e incompresibilidad: Barotropia

» Coeficiente de compresibilidad I':!

_dp_ dp_dpdp

= = 14.22
dp dt dpdt ( )
El fluido es incompresible si I' = 0, o lo que es lo mismo: % =0;V-7=0
= Coeficiente de piezotropia II:
dp
= 14.23
5 (14.23)

Se dice que un fluido es homogéneo si es cero su coeficiente de piezotropia.

= Barotropia Il =1

Se dice que un fluido es bardtropo si sus coeficientes de piezotropia y de compre-
. . L dp _ dp
sibilidad son iguales: op = dp-

Esto significa que la densidad es funcién tinicamente de la presién: p = p(p).

14.3.3. Deformaciones laterales: Rotacion y cizalla

A continuacién veremos lo que sucede con el resto de las componentes del tensor de
deformacioén del campo de velocidades, es decir, cuando una componente de la velocidad
varia a lo largo de una de las otras direcciones.

! A menudo, especialmente en termologia, se utiliza andlogamente el médulo de compresibilidad defi-

nido como p (Z—i)
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Cy

B, wdf + f;“—;__ftf;i:grft

S, Wdt + updt

Figura 14.3.: Deformacién Lateral

Segin en diagrama 14.3, las distancias entre los puntos de referencia en el intervalo dt

varian:
Ar — Ay updt 4 uaodt
By — By uidt + $46xodt (14.24)
Cl — 02 Uth + %(&%16&

En estos términos van las variaciones de forma y rotaciones del fluido. Reulta bastante
intuitivo a la vista del diagrama 14.3 que cuando las variaciones da y df sean iguales
y del mismo signo el movimiento serd una rotacién pura. Concretando, las posibilidades
son:

= CIZALLAS: Son las deformaciones laterales por unidad de tiempo:

1 8u1 8@62
5 <al’2 + 8171> (14.25)

= ROTACION: Rotaciones del fluido por unidad de tiempo:

(‘9“1 _ 3“2> (14.26)

8%2 6.%'1
vorticidad Los términos de rotacién nos dan la vorticidad:
i ]k
= - o) o) o)
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/ —{Tr?j

Figura 14.4.: Campo de velocidades de un disco que gira sin deslizar

N

Vorticidad

La vorticidad es facilmente interpretable si estudiamos el movimiento de un sélido
rigido desde el formalismo de los fluidos.

Sabemos bien plantear la velocidad de cada punto del sélido. Eliminando la traslacién
pura y quedandonos con los términos de rotacién, tenemos:

. i ]k Qyz — .y u
T=Qx7=|Q, Q Q |=| Lr-—Q2z | = v (14.28)
xr Yy oz Qpy — Qyx w

El rotacional del campo de velocidades nos dard inmediatamente la vorticidad:

. i j ok Oyw — 0, 2Q,
G=VxT=|09, 0, 0, |=| Ou—0,w | =(wz, wy, w,)= | 29, (14.29)
v v w OV — Oyu 20,

Con todo, podemos identificar la vorticidad como el doble de la velocidad angular:

G =V x7=20 (14.30)

Llamaremos flujo irrotacional al caso en el que la vorticidad se anule:

Vxi=0 (14.31)

Hagamos una analogfa con el electromagnetismo paralela a la que hicimos en el caso
de la condicién de fluido incompresible (14.3.2). En este caso, deberfamos decir que al
anularse la vorticidad estamos negando la existencia de fuentes de campo vectorial, como
sucede con el campo eléctrico.

A partir de ambas analogias, podemos asociar la imagen de campo irrotacional a la
imdagen tipica de un campo eléctrico y la de fluido incompresible a la de un tipico campo
magnético.

14.3.4. Tensor de deformacién del campo de velocidades

En resumen, podemos descuartizar el tensor deformacién del campo de velocidades en
los siguientes términos:
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vy ovy ovy
“ 81‘1 amz 8x3
Vo = Ova Ova Ova :/
81‘1 3.772 63:3
Ovs Ovs Ovg
81‘1 BZQ 8373
vy
oy O 0
0 g% 0 Def. Lineal — Variacién de V
dvg
0 0 o
* o) o) o) o)
1 vy v2 1 v3 vy
o 0 o 2 (812 + Bml) 2 ((g.nl + (g.n3)
— 1 (9vy v 1 (0vg v i
o= 5 5 3 (8.7:2 + o721 0 3 (3.7:2 + 8.7:3) Cizalla
0 vy vy 1(9v1  dvy 1 (dvg | Ovy 0
5 Oxo Ox3 2 \dz3 " Bxy 2 \9zy ' Bzg
vy o vy +
921 90 ow3 0 1 (8vy vy 1 (0vy  dvg
ot Bae 0 E(azz’aml) §(az3’am1)
1 2 1 (9vy _ 9vy o 1 (9vy _ dvg Rotacié
2 \ oz g 2 \9z3 ~ Jzqg otacion
1 (0vy _ 9Ovy 1 (Ovy _ Ovg 0
2 \ 9z dx3 2 \ Oxg dxg

La variaciéon de volumen junto con la cizalla,

(14.32)

nos determinan todas las deformaciones

del fluido:
1(0v | Ova) 1(0v3  Ou
% 0 0 2 (8:{;2 + 8561) 2 \ 0z + Ox3
Ovy. 1 (9v 4 Ovy 1 (0vs | Ovy —

0 Oxo 30 + 2 \ Ox2 + o1 0 2 \ Oxo + oxs -

0 0 U3 1 ovy Ovs 1 Ovg Ova
9= 3\ 0o T onr) 2\ 0m t 0, 0

. NG

Vo + (Vv) )
— =D
2
(14.33)
La Rotacién, por otro lado, viene directamente de la vorticidad:
0 L (Ov _ Ova) 1(0v _ Ous
2 Oxo o0z 2 8I3 ox1
1 (0Ova _ Our 0 1 (0Ova _ Ous —
2 \ Ox1 0z 2 \ Ozs O0xo -
1(0Ovs _ Oui) 1(0v3 _ Ouvy 0
2 \ 9z1 ors 2 \ Ox2 Ox3
. Y
1 0 Wiz  —wi3 Vv — (Vv) 1.
== | —wis 0 w3 =+ =_C (14.34)
2 2 2
wig —ws 0

Podemos escribir el tensor gradiente de velocidades, desglosando segin los términos

que hemos ido hallando, como:

A~

Vv:f)ﬂ- C =

Vo + (w)t

Vv — VAv)t

(

1
2
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+ (14.35)
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14.4. Ecuaciones fundamentales: Leyes de Conservacion

14.4.1. Conservacion de masa: Ecuacién de continuidad
Conservacion de masa segun una descripcion Lagrangiana

Sea dm un elemento fluido que ocupa un volumen dxdydz.

La conservacion de masa la podemos enunciar como la no variacién de la misma con
el tiempo: %&n = 0, lo que directamente podemos escribir como % pdxdydz = 0 donde
p es la densidad del medio fluido.

Desarrollando la derivada tdltima y dividiendo posteriormente por el volumen del ele-
mento fluido para obtener un resultado en funcién de la densidad:

dp dox ddy doz B
6x5y52% + pﬁéy&z + pﬁ&céz + pﬁéyéx =0
dp ou Ov Ow
Lo p(=+= 4+ 14.
dt (8m+8y+ 8z> (14.36)
v-§

Obteniendo finalmente una expresién de la ecuacion de continuidad en formulacion
lagrangiana:

Ecuacién de continuidad

Alternativamente, introduciendo un volumen especifico V; = %, obtenemos la misma
expresion pero en funcion de la variacién relativa de volumen:

— 2y (14.38)

Conservacion de la masa segun una descripcion euleriana

Para comenzar el estudio en descripcion euleriana, comenzaremos definiendo un volu-
men de control V', que estard delimitado por una superficie cerrada A.

La cantidad de fluido que atraviesa un fragmento dA de dicha superficie serd pv/- d_A, e
integrando a toda la superficie que encierra el volumen de control § WLE dA obtenemos
la masa que sale de dicho volumen.

Podemos utilizar dicha superficie cerrada para aplicar el teorema de Gauss:

7{ pv - dA = / div(p®)dV (14.39)
A \%

fv pdV es la masa encerrada en la superficie gaussiana, cuya disminuciéon ha de ser
. . . . 9 -
igual al flujo de masa que sale de dicha superficie de control: — [, SpdV = fV V- (p0)dV.
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Expresando la ultima ecuacién por unidad de volumen tenemos ya una expresién para
la ecuacién de continuidad:

op S
o V. pt (14.40)

14.4.2. Conservacion del momento: Ecuacién dindamica

Partamos de la ecuacién del movimiento de Newton F' = md en forma diferencial y
expresada con fuerzas por unidad de masa % = ZF; e introduzcamos en ella fuerzas
masicas y de superficie:

% — f 4 1 8Tij
dt " p Oxy

Alternativamente, podemos expresar esta ecuacion en funcién de la unidad de volumen
y no de masa:

(14.41)

dv; OTii
p—r = pfmi + Y (14.42)
dt - Ox;j
leracié f. mésicas ~
aceleracion f. superficiales
Si ahora tomamos un volumen finito sobre el que integrar:
dUz‘ aTZ’j
p—dV = / PfmidV + / —=dV (14.43)
K/ dt s me \ afE]

Sobre el dltimo término, el correspondiente a las fuerzas superficiales, podemos aplicar
el teorema de Gauss:

/ T]dV = % TijdAj — / pldv = / P fmidV -l-f TijdAj (14.44)
v 0x; A voodt v A

Integrando y poniendo el resultado en notacién vectorial:

Ecuacién dinamica

—

p% — o+ div? (14.45)

Ecuacion constitutiva

La ecuacién constitutiva es la que relaciona la tensién con la deformacién en un medio
continuo.

Cuando nos encontramos en reposo, el tensor 7 sélo tiene componentes distintas de
cero en la diagonal principal, es decir, sélo hay tensiones normales (presién): 7;; = —pd;;

Sin embargo en cuanto observamos movimiento en el fluido, aparecen tensiones tangen-
ciales 7;; = —pd;; + 0;; a causa de las tensiones surgidas por la existencia de movimiento
o;; que nos daran el tensor de deformacién del campo de velocidades Vo.
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5 8’Ui _1 8%’ 8’Uj 1 8vi _ 81)]‘

elj

Supondremos que entre la tensién y la deformacion existe una relacion lineal de la for-
ma 0ij = 2/1€;j + A €mm 0;5 donde 1y A serdn coeficientes que nos dird la termodindmica
~—
\%0)
del sistema.
De ahi, las tensiones se expresan como:

Tij = —p(sij + 2,uel-j + )\emméij (14.47)
Podemos simplificar mas el problema mediante la hipdtesis de Stokes que relacciona
los coeficientes termodindmicos entre si: A\ = —% 7
2
Tij = —p(sij + 2,&61']' — g,uemméij (14.48)

Finalmente nos queda:

Ecuacién constituiva

2 5 (91)1 c%j
Tij = — (p—l— gﬂv : v> dij + 1 (8:z:j + (9:Ui> (14.49)

cizalla

Ecuacion de Navier-Stokes

Introduciendo en la ecuacién del movimiento el resultado para 7;; obtenido en la
ecuacién constitutiva, obtenemos:

dvi 9
P dt 8:6]‘

Desarrollando la derivada respecto de x;:

2
= pfmi + <—p5ij — -uV - 00 + 2/162'3') (14.50)

3

dv; dp 9 10 .
= i — —— i+ = : 14.51
pg = Pf a$i+u<Vv+3axi(V v)> (14.51)

Veamos ahora como funciona la ecuacién de Navier-Stokes en algunos casos particu-
lares en que impondremos restricciones:

= Fluido incompresible: V - &7 =0

dv _
pdi: = pfm — Vp+ uV>3i (14.52)
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» Fluido ideal (incompresible y no viscoso):

dv 1

— = fm— -V 14.53
o = fm VP (14.53)
ecuacién de Euler Esta es la llamada ecuacién de Euler que, en funcién de la unidad de masa, toma
la forma:
dv -
pgp = Plm—=Vp (14.54)

Si la observamos desde la perspectiva de una descripcién Euleriana

dv  0v
—=—+49-VU 14.
priley +U- Vv (14.55)
y teniendo en cuenta identidades vectoriales
Vo?

, llegamos a una expresién en funcién de derivadas locales:

ov
ot
%f — Acel. local
. L1 Vol o o | T x rot() — VTUQ — Campo de v.
= U xrot(v) - EVP 2 +Im —%Vp — Presiones
fm —  F. externas
(14.57)
Si eliminamos ahora la restriccién de no viscosidad:
o 1 Vo
a%) = i x rol(d) — _Vp - TU + fon + uV25 (14.58)
14.4.3. Conservacion de la energia: Ecuacién de Bernouilli
Restriccion 1: Fluidos incompresibles
Comencemos tratando con fluidos incompresibles div(v) = 0.
La ecuacién de movimiento por unidad de masa la escribiamos como:
0v; ov; 0 OTij
L A AT L Ry (14.59)

P ot R 81’j B 8:6, 6xj

Multiplicando a ambos lados de la igualdad por v;, reordenando la ecuacién y aplicando
algunas identidades vectoriales podemos llegar a la siguiente expresion:
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ot 2 2

Integrando a un volumen de control V' delimitado por la superficie cerrada A podremos
interpretar cada uno de los términos de la ecuacion por separado:

2 .
00 i (17 (’”’ +p> - 717> + T i — T,»j% (14.60)
J

o [ pv?
5 ) o —dV =
—§, 2 ;’ gdA  — Flujo de Energia cinética a través de A
-4 A pvdA — Trabajo de las fuerzas de presién sobre A
=< $,(7-7) dA — Trabajo de las fuerzas viscosas sobre A (14.61)
fV pU fde — Trabajo de fuerzas externas (Energia potencial)
fv Tij 8% av — Pérdida de energia por viscosidad

Restriccion 2: Fluidos ideales (incompresibles y no viscosos)
Al eliminar las fuerzas viscosas de nuestro problema, los términos tercero y quinto del

desarrollo anterior §,(7 - 7)dA — fv Tij 8” dV = 0 desaparecen, con lo que la energia se
conserva (las pérdidas energéticas venian del quinto término). La ecuacién nos queda:

2
9 p”dvz—j[ P i ?{pvdfw/ T fondV (14.62)
at |, 2 2

En este caso, si atacamos a Bernouilli por unidad de masa (sin hacer uso del volumen
de control) obtenemos una forma de la ecuacién de movimiento de Euler reordenada:

2 —
v (1; T gz> _ —?Z 7 x rot(d) (14.63)

=g—parametro de Bernouilli

Restriccion 3: Flujo estacionario

El flujo estacionario lo expresamos como at = 0, de donde:
VB = ¥ x rot(v) (14.64)

Claramente, el parametro de Bernouilli () es constante a lo largo de las lineas de
corriente, tangentes en todo punto a v.

Restriccién 4: Flujo irrotacional

Lo expresamos como rot(7) = 0. Esto hace que mateméticamente podamos plantear
el campo de velocidades como procedente de un potencial escalar v = V.

2
B = Py % + gz = cte (14.65)
p
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Multiplicando por la densidad p, podemos interpretar facilmente la invariante anterior
en términos de presiones:

2 D — hidrostatica
P+ pg +pgz = cte = p% — dindmica (14.66)
pgz  — potencial

14.5. Flujo Potencial

Hemos hablado en dos ocasiones (7?7 y ??) del interés que podia tener hacer la ana-
logia con el electromagnetismo en las consideraciones de fluido incompresible y de flujo
irrotacional.

Esas dos ecuaciones de Maxwell a las que hacemos referencia son las que nos per-
miten definir sendos potenciales de los que podemos sacar facilmente gran cantidad de
informacién.

A continuaciéon vamos a hacer lo andlogo en dindmica de fluidos.

14.5.1. Restricciones necesarias

= Fluidos ideales: Consideraremos despreciables los efectos de la viscosidad.

= Incompresibles: Consideraremos fluidos incompresibles o, cinematicamente, flujos
solenoidales, lo que formalmente expresaremos como V - ¥ = 0.

= Flujo irrotacional: Consideraremos igual a cero el rotacional del campo de veloci-
dades VX =0—d=0.

= Movimiento s6lo en dos dimensiones: Una de las componentes espciales de la velo-
cidad la consideraremos invariante (u, = cte)?.

14.5.2. Potencial de velocidades

Al considerar flujos irrotacionales, imponiamos que se anulase el rotacional del campo
de velocidades: V x ¥ = 0.

Algebréiicamente, dicha condicién nos autoriza a construir una funcién escalar ¢ cuyo
gradiente sea la velocidad.

Llamaremos a este potencial ¢ potencial de velocidades:

. L (Op Op Op
Ve g (28 9% 0¥ 14.67
Como ademas estamos trabajando en dos dimensiones:
dp
— =0 14.68
9, (14.68)

2Podriamos extenderlo al caso tridimensional, pero no lo trataremos en este curso.
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de donde:
Ouy  Oug 0% B 0%
oz oy  Oxy Oyx

=0 = w, = 0 — Vorticidad nula (14.69)

Por otro lado, hemos considerado también que el flujo debia ser solenoidal (que el
fluido era incompresible) por lo que:

V-i=0= V?p=0 (14.70)

Vemos que el potencial de velocidades cumple la ecuacion de Laplace, cuyas soluciones
seran armonicas.

Las lineas de potencial de velocidades constante las llamaremos lineas de velocidad
y seran perpendiculares al campo de velocidades en cada punto:

v=Vp—=>Veple (14.71)

14.5.3. Potencial de corriente

En este caso, partiremos de la condicién de incompresibilidad: V - v = 0.

De forma andloga a como hicimos en el caso del potencial de velocidades, vamos a
buscar (ya que vectorialmente sabemos que existe) un potencial escalar del que derive el
campo de velocidades:

oY oY

Yo = B “y__ay
Llamaremos ¢ al potencial de corriente.
Tomemos ahora la condicién de flujo irrotacional V x ¢ = 0 y veremos que, andloga-
mente a lo que nos sucedia en el caso anterior, nuestro potencial de corriente cumple la
ecuacion de Laplace:

(14.72)

0%y 0%
VXxi=—b+—-75=0= V=0 14.73
En éste caso, al fijar el potencial de corriente nos moveremos por las lineas de corriente,
paralelas en cada punto al campo de velocidades:

o o

—d —dy = dy = 14.74

&Ux—i-ayy 0—dyp=0 (14.74)
El potencial crecera hacia la izquierda del movimiento:

Vi = gﬁﬂ ?;j: —vi+uj (14.75)

El fluido se movera limitado entre dos lineas de potencial de corriente constante, y la
cantidad de fluido que circula entre dos lineas de corriente por unidad de tiempo nos la
da la diferencia entre los potenciales constantes de las lineas:

¢2—¢1:/IQd@z):/ldef:/j‘ﬁxdq:\11 (14.76)
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14.5.4. Condiciones de Cauchy-Riemann

La relaccién entre el potencial de corriente, el de velocidades y las componentes del
campo de velocidades nos las dan:

Condiciones de Cauchy-Rienmann
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